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Vorwort

Einleitung

Polynome haben wir in der Schule gemacht, und von Gruppen habe ich
schon gehort! Aber was sind ’Polynome iiber Gruppen’?“

Polynome sind ,klassische“ Objekte der Mathematik. Es gibt wohl kei-
nen Mathematikstudenten, ja sogar keinen Schiiler, der noch nie etwas mit
Polynomen zu tun hatte. Bereits in der Mittelschule kommt man damit sehr
oft in Kontakt.

Dort kennt man Polynome, genauer Polynomfunktionen, als Funktio-
nen, deren Werte (an einer bestimmten Stelle) durch ,einfache Rechnungen,
d.h Addition, Subtraktion und Multiplikation, bestimmt werden kann. Als
Term bezeichnet man die Beschreibung dieser Rechnungen mit Unbestimm-
ten (,2“). So ist die Funktion (iiber den reellen Zahlen R )

fx)=2+1

eine Polynomfunktion. Der Term z? + 1 beschreibt sehr anschaulich, wie
man von einem Ausgangswert z auf den Funktionswert f(z) kommt. Man
mufs gerade den Ausgangswert x mit sich selbst multiplizieren und dann 1
addieren.

Polynome haben (hier) die folgende allgemeine Gestalt:

f(fU):@k'xk-irakq'$k71+...+a2-x2+a1-x+a0

Die a; nennt man Koeffizienten, das hochste k fiir das ax # 0 den Grad des
Polynoms. Dem Nullpolynom (a; = 0V7) ordnet man keinen Grad zu.

In der Mittelschule werden Polynomfunktionen als Beispielsfunktionen fiir
verschiedenste analytische Methoden wie das Differenzieren und Integrieren
sowie das Auffinden von Nullstellen herangezogen, da sie durch ihre Terme

leicht beschreibbar sind und diese Operationen bei Polynomfunktionen recht
leicht durchfiihrbar sind.



Man denke nur an die endlosen Kurvendiskussionen, wo nur die schwie-
rigeren Beispiele nicht Polynomfunktionen waren.

In der Mittelschule wird sowohl fiir die Koeffizienten als auch fiir den Wer-
tebereich meist der Korper der rationalen Zahlen QQ oder der reellen Zahlen
R herangezogen.

Doch sind Kérper bereits in der Mittelschule nicht die einzigen interes-
santen Mengen, so sind ist z.B. die Menge der ganzen Zahlen, Z, kein Kérper
mehr (sondern ein kommutativer Ring mit Eins), da es im allgemeinen kein
multiplikatives Inverses gibt.

Behandelt man zum Beispiel Matrizen iiber R , so geht man mit einer
Menge um, wo die Multiplikation im allgemeinen nicht mehr kommutativ ist
(d.h. fiir zwei Matrizen A und B ist im allgemeinen A- B # B - A).

Aber auch auf diesen beiden Mengen kann man Polynome betrachten und
auswerten. So kann die obige Polynomfunktion f(z) = z? + 1 als Funktion
auf diesen beiden Mengen aufgefalt werden. D.h. wir sind nicht auf Kérper
beschrankt!

Diese genauere Untersuchung von Polynomen iiber anderen algebraischen
Strukturen bleibt der Hochschule vorbehalten. In der Analysis werden Poly-
nomfunktionen untersucht, diese werden wiederum als Beispiele herangezo-
gen, aber sie dienen auch zur Approximation und man lernt Schemate, um
Werte schnell zu berechnen.

In der Algebra werden Polynome iiber beliebigen (meist kommutativen)
Ringen betrachtet. Sei R ein kommutativer Ring mit Einslement, dann sind
Polynome Worter, d.h. sinnvolle“ Aneinanderreihung von Symbolen (Ele-
mente und Operationen von R und eine ,Unbestimmte* z sind), die man
ebenso in symbolischer Art und Weise addieren, subtrahieren und mulipli-
zieren kann. Als sinnvoll“ lakt man Ausdriicke zu, die, wenn man fiir die
Unbestimmte ein Element aus R einsetzt, wieder ein Element von R ergeben.
D.h. man 14t nur jene Ausdriicke zu,wo die Unbestimmte so wie ein Element
des Rings verwendet wird. So sind z.B. die Ausdriicke 3 -z, x + x + = und
—x + 2 - 2% — x sinnvolle Ausdriicke iiber den ganzen Zahlen, im Gegensatz
7u + + z + + oder xzz-~!

Jedes Polynom kann auf die folgende Form gebracht werden:

-1
p=a, " + ap_12" " + ...+ ar1x + ag,

wobei die Koeffizienten a; in R liegen. Die Potenzschreibweise verwendet
man (wie iiblich) als Abkiirzung des mehrmaligen Produkts mit sich selbst,
soistx" =g-x-... .
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Wenn wir dies als Abbildung = +— p(z),z € R auffassen, gelangen wir zu
Polynomfunktionen. Ein Kernproblem dieser Arbeit wird hier aufgeworfen:
Représentieren verschiedene Polynome verschiedene Funktionen? Welche Po-
lynome reprasentieren die selbe Funktion? Wann sind Polynome iiberhaupt
verschieden?

Beispiel: Betrachten wir den Korper Zy = {0, 1} dessen Operationen - und
+ wir folgt festgelegt sind:

+]0 1 [0 1
0j[00 00 1
101 1]10

Dann induzieren z.B. die Polynome 2% — 2 und 0, oder 1-z und z, z — 1 und
2t — 2% + 2% — x — 1 jeweils dieselbe Polynomfunktion.

Wir wollen in dieser Arbeit einen Schritt weiter als in der klassischen
Algebra gehen. Im ersten Kapitel werden wir untersuchen, wie man sich Po-
lynome und Polynomfunktionen iiber allgemeinen Klassen von algebraischen
Strukturen vorstellen kann, sogenannten Varietdten, d.h. Klassen von Men-
gen mit bestimmten Operation und bestimmten Gesetzen. Die meisten be-
kannten Strukturen wie Ringe, Gruppen oder Verbénde sind Varietdten. Wir
werden feststellen, welche Ausagen dort getroffen werden konnen und welche
Begriffe dort bereits sinnvoll sind. Wir werden in diesem Kapitel auch die
Frage untersuchen, fiir welche Mengen alle Funktionen Polynomfunktionen
sind.

Im zweiten Kapitel studieren wir die Funktionenkomposition (das Hin-
tereinanderausfithren von Funktionen) und eine analoge Operation fiir Po-
lynome. Weiters definieren wir mehrstellige Polynome. Wir werden se-
hen, daf jeder Strukturhomomorphismus (das ist eine Abbildung ¢, die die
Operationen ,respektiert”, d.h. z.B. fiir die Multiplikation in Gruppen gilt:
w(a-b) = p(a) - ¢(b)) einen Homorphismus auf der Menge der Polynomen
bzw. Polynomfunktionen induziert. Wir werden definieren, was wir uns un-
ter einer Polynommatrix verstehen, und Polynomfunktionen betrachten, die
Permutationen (d.h. 1 zu 1 Abbildungen) sind.

Im dritten und letzten Kapitel spezialisieren wir die erlangten Erkenntnis-
se und Begriffe auf Gruppen. Wir werden untersuchen in welchen Formen wir
die Polynome und Polynomfunktionen darstellen konnen, wie sich spezielle
Eigenschaften von Gruppen (Nilpotenz, Auflésbarkeit und Permutationsei-
genschaften) der Gruppe auf die Gruppe der Polynome und Polynomfunktio-
nen sowie umgekehrt auswirken. Wir werden uns dort auch der Frage stellen,



welche Polynome bijektive Abbildungen oder Homomorphismen induzieren!

Stellt man sich unbeeinflufst, ohne (grofsere) Vorkenntnisse die Frage, was
Polynome iiber Gruppen sind, dann denkt man dariiber nach, was mit den
obigen Formen der Polynome (iiber Ringen) ,passiert wenn es keine Mul-
tiplikation gibt und die Addition nicht kommutativ ist. Man wiirde wohl
vermuten (zumindest hat das der Autor beim ersten Kontakt mit diesem
Thema getan), daf (einstellige) Polynome iiber Gruppen in der folgenden
Art und Weise dargestellt werden konnen:

p=ag+ Y (ki x+a;) fir k; €Z

i=1

wobei die k; ganzen Zahlen sind, sodak k;- 2z =z +x + ... + . Zu beachten
ki

ist auch, dak in Gruppen die Operation (hier die Addition +) im allgemei-

nen eben nicht kommutativ ist. Die hier présentierte Theorie der Polynome

leistet genau das, angewandt auf Ringe liefert sie die bekannten Polynome,

auf Gruppen angewandt liefert sie Ausdriicke der obigen Form. Sie ist somit

eine recht ,natiirliche” Theorie.

Warum wendet man sich tiberhaupt so ausgiebig dieser Klasse von Funk-
tionen zu? Polynomfunktionen sind weit verbreitet in der Mathematik. Thre
Bedeutung kommt daher, dass sie mit einem einfachen, nur Grundrechnungs-
arten enthaltenden Term darstellbar und dadurch leicht beschreib- und bere-
chenbar sind. Dadurch kann man nicht nur eine Funktion, die eventuell auf
einer unendlichen Menge wirkt, mit einem endlichen Term beschreiben, man
kann auch durch diese Beschreibung bereits einige Eigenschaften ,sehen* ohne
viel berechnen zu miissen. Analytische Eigenschaften von Polynomfunktio-
nen sind leicht berechenbar, wodurch sie sich eben auch in vielen (Schul-)
Aufgaben wiederfinden.

In der numerischen Mathematik verwendet man Polynomfunktionen, um
andere Funktionen zu approximieren. Man versucht nach Md&glichkeit immer
zu Polynomfunktionen zu gelangen, da diese eben leicht berechenbar und
darstellbar sind. Anwendungen fiir Polynomfunktion gibt es sehr viele:

So kann man zum Beispiel jede stetige reelle Funktion beliebig genau
durch eine Polynomfunktion approximiert werden, und somit der Wert einer
solche Funktion an jeder Stelle beliebig genau durch den einer Polynomfunk-
tion bestimmt werden.

In der numerischen Akustik kombiniert man mit der ,Chaospolynom®-

d



methode verschiedene Losungsmethoden (BEM, FEM und andere) um Schall-
felder zu berechnen.

In der Physik wird ein Ausgleichspolynom durch Werte der Experiment-
messungen gelegt, um damit Modelle zu bilden. Auch haben viele physika-
lischen Aussagen polynomialen Charakter (z.B. die Gleichung fiir die gleich-

mékig beschleunigte Bewegung s = %)

“

Das wohl wichtigste Buch fiir diese Arbeit war ,,Algebra of Polynomials
[18]. Neben den zahlreichen anderen Artikeln und Arbeiten mochte ich ,,In-
terpolation with Near-rings of Polynomial Functions® [1] hervorheben, das
mir einen anderen, ,frischeren “ Zugang zu dem Thema bot.

Ziel

Ziel dieser Arbeit ist es eine moglichst verstdndliche Erarbeitung und Ein-
fithrung der Grundlagen, einen moglichst ausfiihrlichen Uberblick iiber die
existierenden Ergebnisse und einen exemplarischer Einblick in die Methoden
der Beweisfithrung zu geben.

Zudem wurde versucht, einen etwas anderen Zugang als in [18] (und da-
durch dem Grofsteil der Literatur) mit etwas (zumindest fiir den Autor) in-
tuitiverer Symbolik zu erreichen. Einige Aussagen konnten verallgemeinert
werden. Der Grofteil davon wird in der Literatur erwéhnt, jedoch nicht aus-
formuliert. Dariiber hinaus konnten auch z.B. einige Aussagen von Scott [29]
fiir den nicht unbedingt endlichen und den mehrstelligen Fall, £ > 1, unter-
sucht und teilweise verallgemeinert werden.

Beweise wurden dann aufgenommen,
e wenn sie guten Einblick in die Materie bieten

e wenn sie einer genaueren Ausformulierung bedurften, um das Versténd-
nis zu erleichtern, bzw. wenn ,Trivialititen es verdienten, genauer
durchdacht und ausformuliert zu werden

e wenn sie durch Umformulierung leichter verstindlich wurden

e wenn sie Beweise fiir Aussagen sind, die nicht oder nicht so in der
Literatur erwdahnt werden



Da aber ein Uberblick angestrebt ist und der Rahmen dieser Arbeit nicht
all zu sehr gesprengt werden sollte, kann nur ein Bruchteil der Aussagen be-
wiesen werden. Nur ausformulierte Beweise enden mit O, bei anderen ist
ein Zitat angegeben. Sollte beides fehlen, so ist die Beweisfiihrung durch die
vorangegangenen Uberlegungen und Sitze klar.
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Kapitel 1

Polynome uber universalen
Algebren

1.1 Universale Algebra

In der klassischen Algebra studiert man verschiedenste Klassen von algebrai-
schen Strukturen. Damit meint man Mengen mit bestimmten Operationen,
die bestimmte Eigenschaften haben. Klassische algebraische Strukturen sind
zum Beispiel Halbgruppen, Gruppen, Ringe, Korper und Verbande. Wir kon-
nen nun eine ,allgemeine algebraische Struktur® definieren, die eine Verallge-
meinerung dieser Begriffe im obigen Sinne , d.h. eine Menge mit Operationen
und Bedingungen, ist. (Korper entziehen sich uns bei dieser Verallgemeine-
rung, wie wir in 1.1.5 sehen werden. )

Untersucht man die oben genannten klassischen Beispiele von algebrai-
schen Strukturen bemerkt man Parallelen und Analogien in bestimmten Aus-
sagen, aber auch in den Beweisfiihrungen dazu. Z.B. gibt es in alle diesen
Strukturen (mehr oder weniger) analoge Homomorphie- und Isomorphiesitze
. Das lafst uns vermuten (und hoffen), daf wir solche Aussagen auch iiber
diese ,allgemeine algebraischen Strukturen” , den universalen Algebren , tref-
fen konnen.

Definition 1.1.1 Sei A eine nicht-leere Menge und n eine natirliche Zahl.
FEine n-dre Operation w? auf der Menge A ist eine Funktion vom karte-
sischen Produkt A™ nach A. Wir bezeichnen n als die Aritdt der Operation
w.

Wi AT S A

Sind Verwechslungen auszuschliefien, so schreiben wir einfach w statt w™.



Fiir n = 2 kann das Symbol fiir die Operation w in Anlehnung an die Mul-
tiplikation (z.B. in R) zwischen die beiden Argumente geschrieben werden,
also w(a,b) = awb. Ist n = 1 schreiben wir w manchmal als Exponent, also
w(a) =a”.

Eine 0-dre Operation (w : ) — A) bedeutet, dass man aus der Menge M
ein festes Element auswéhlt. Dieses Element bezeichnet man auch mit dem
selben Symbol w der Operation.

Definition 1.1.2 FEine universale Algebra, oder )-Algebra, ist ein Paar
[A; Q], wobei A eine nicht-leere Menge und Q2 = {w;|i € I} eine Familie von
Operationen auf A ist, mit der Indexmenge 1.

Die Klasse aller Q2-Algebren bezeichnen wir mit 0(S2).

Wenn es keine Mdglichkeit fiir Verwechselungen gibt, schreiben wir fiir die

Algebra [A; Q] einfach nur A.
Wir werden manchmal fiir das Paar [A; QU {w1} U...{w,}] einfach

[A; Q wq, ..., wy

schreiben, wenn die Bedeutung klar bleibt. Daher verwenden wir die Nota-
tion ,,[ ; ] “ und nicht ,( , )*, da dies dann kein ,echtes” Paar mehr ist.

Da es verschiedene Begriffe von ,, Algebra“ gibt, nennen wir A zur Klarheit
in der Definition oben ,universale® Algebra. Wenn es keine Moglichkeit zur
Verwechslung gibt, bezeichnen wir universale Algebren aber nur als Algebren.

Ab nun sei ein fiir alle mal vorausgesetzt, dass eine Indexmenge I ei-
ne Menge aller Ordinalzahlen 7 < o sei, wobei o eine beliebige Ordinalzahl
sei. Diese Beschrianktheit fordern wir, um einerseits die Indexmenge logisch
einwandfrei bilden zu konnen, andererseits eine wohlgeordnete Indexmenge
vorauszusetzen. Weiters werden wir die Erwdhnung der Indexmenge manch-
mal einfach weglassen, wenn diese Menge aus dem Umfeld ersichtlich ist und
es dadurch nicht zu Unklarheiten kommen kann.

Die folgende Definition stellt eine abstrakte Verallgemeinerung des Be-
griffs der Operationen dar:

Definition 1.1.3 Das Paar (Q, Ar) ist eine Signatur, wenn
(1) 2 eine Menge ist
(2) Ar : Q@ — Ny eine Funktion ist.

Wenn es keine Verwechslungen geben kann, bezeichen wir einfach die
Menge 2 als Signatur.



Jede Menge von Operationen mit den Zuweisungen der Aritét als Abbil-
dungen ist eine Signatur .

Definition 1.1.4 Die Familie T der Paare (ng,a), wobei a die Arititen von
Q durchlauft und n, = [{w € Q: Ar(w) = a}| ist, nennen wir den Typ von
Q oder [A; Q)] .

Der Typ einer (2-Algebra ist somit
TQ)={(n(w),Ar(w)):weQ, n(w)=|{w" €Q: Ar(W) = Ar(w)}|}

Im Falle eines abzahlbaren () konnen wir eine andere, kiirzere Schreibweise
fiir den Typ einer Algebra angeben. Der Typ von €2 ist dann das Tupel

T(Q) = (Ar(wy), Ar(ws), .. .)

wobei w; 2 durchlduft. Diese Schreibweise ist allerdings nicht mehr eindeutig,
da z.B. der Typ (2,1) = (1,2).

Definition 1.1.5 Zwei Algebren A, B heiffen ahnlich, wenn sie vom selben
Typ sind.

Klarerweise sind Algebren mit dem selben €2 dhnlich.
Fiir dhnliche Algebren A, B konnen wir die gleichen Operationssymbole
verwenden. Somit ist fiir A, B &hnlich, A € B(Q), B € V().

Definition 1.1.6 Wenn A eine Algebra ist, dann nennt man die Kardinali-
tat |A| die Ordnung von A. Eine Algebra A mit endlicher Ordnung nennt
man endliche Algebra.

Beispiel: Die klassische Algebra liefert uns viele Beispiele von Algebren,
so liefert zum Beispiel ein Verband V' mit den Operationen N, U liefert die
(ahnlichen, aber nicht identischen) Algebren [V;N, U] und [V;U,N| des Typs
(2,2) .

Wir werden aber als immer wieder verwendetes Beispiel fiir die universale
Algebren die Gruppen heranziehen:

Eine Gruppe ist eine Algebra des Typs (2, 1,0), d.h. es gibt eine 2-stellige
Operation (,,-“, die ,Multiplikation®), eine unire Operation (die Zuweisung
des inversen Elements, ,,~'“) und eine O-wertige Operation (das neutrale Ele-
ment, die ,Eins* 1¢). Eine andere verbreitete Bezeichnung ist ,,+*, die Ad-
dition, fiir die 2-wertige Operation, ,,—* fiir die unire Operation und “Null*

,0¢ fiir die O0-wertige Operation.



1.1.1 Teilalgebren und Homomorphismen

Definition 1.1.7 Sei |A; Q] eine universale Algebra und U eine nicht-leere
Teilmenge von A, so dass fir alle i € I,w;(ay,as,...,a,,) € U fir alle
ai, g, ..., an, € U, fiir alle w; € Q und alle n; = Ar(w;) > 0. Fir n; =
Ar(w;) = 0 soll gelten: w; € U. Bezeichnen wir die Einschrankung der Ope-
rationen w;, die ja dann Operationen auf U sind, wieder mit w;, (w! = wi|y)
so ist [U; Q] wieder eine Algebra, wir bezeichnen sie als Unteralgebra bzw.
Teilalgebra von A. A nennen wir eine Erweiterung von U.

Symbolisch : U =q A

U ist somit Teilalgebra von A genau dann, wenn es beziiglich allen Ope-
rationen w; abgeschlossen ist.

Ist die Operationenmenge, auf die Bezug genommen wird, klar, so schrei-
ben wir U < A.

Jeder nicht-leere Schnitt von Unteralgebren von A bildet klarerweise wie-
der eine Unteralgebra:

Viel : U <A=nNU; XA

Definition 1.1.8 Ist S eine nicht-leere Teilmenge von A, dann nennt man
den Schnitt aller Unteralgebren, die S enthalten, die von S erzeugte Un-
teralgebra, symbolisch (S). Wenn gilt (S) = A, dann nennt man S eine
Erzeugermenge bzw. Erzeugendensystem wvon A. Ist die Unterschei-
dung der Erweiterung wichtig, so schreiben wir: (S) ,

Ist weiters B < A, S eine nicht leere Teilalgebra von A so bezeichnen wir
mit B(S) = (BUS) die Erweiterung von B um S.

Lemma 1.1.9 Es seien A,B Q-Algebren mit A < B, U,V C B. Dann ist:
AU UV)=(A)) (V).

Beweis: A (U UYV) ist eine Algebra, die sowohl A und U, also auch A(U),
sowie V enthilt, also gilt: A(UUV) D (A(U)) (V).

(A(U)) (V) ist eine Algebra, die A und U UV enthalt also gilt: A (U U V) C
(AU)) (V) O

Ebenso kann man zeigen

Lemma 1.1.10 Es sei B eine Q-Algebra, es sei A = B und S,U C B. Sei
A=(S). Dann ist A(U) = (SUU).

Beweis: Da S C Aist SUU C AUU. Also (SUU) C (AUU).
Andererseits gilt A C (S) C(SUU) und U C SUU C (SUU). Also ist
AUU C (SUU) und somit auch (AUU) C (SUU) O
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Definition 1.1.11 FEs seien A,B Q-Algebren. FEine Funktion ¢ : A — B
heifft Homomorphismus (von universalen Algebren), wenn fir alle w; €
und n; = Ar(w;) gilt:

p(wi (a1, as, ... an,)) = Wi (p(ar), 9(az).., p(ay,)))  fiir n; >0

e =w? firn; =0

Ist ¢ injektiv (surjektiv resp. bijektiv) so nennen wir sie einen Monomor-
phismus (einen Eptmorphismus resp. einen Isomorphismus).

Symbolisch schreiben wir o € Hom(A, B) (Epi(A, B), Iso(A, B)).

Ist die Unterscheidung der Menge der Operationen wichtig, so schreiben
wir ¢ € Homg(A, B).

Die Homomorphismen von A in sich selbst nennen wir Endomorphis-
men, End(A) = Hom(A, A). Die Isomorphismen von A nach A nennen wir
Automorphismen : Aut(A) = Iso(A, A).

—_1(&

Beispiel: Fiir die Gruppen heifst das: Eine Funktion ¢ : [G; ¢, g —

[H; -5, 1] ist Homomorphismus, wenn gilt
* p(a-gb)=¢p(a) mpb)
¢ o) = pla) 1
o p(lg) =1y

Da fiir Gruppen aus der ersten Eigenschaft bereits die beiden anderen folgen,
wird nur diese fiir die Definition von Homomorphismen fiir Gruppen heran-
gezogen.

Fiir diesen Homomorphie-Begriff lassen sich fiir universale Algebren viele
bekannte Tatsachen aus der klassischen Algebra iibertragen. Z.B.:

Proposition 1.1.12 Es seien A,B Q-Algebren, A’ < A,B" < B, C C A,
p € Hom(A, B). Dann gilt:

(1) p(A") = B

(2) o' (B) 2 A

(3) 0 ({(C)4) = (2(C)) g

Beweis: ad (1): Es gilt sicher p(A’) C B, d.h. es ist noch die Abgeschlos-
senheit zu zeigen.

Fiir n; > Oseien b; € p(A4') fiir j = 1,2, ....,n;. Dann gibt es a; mit p(a;) = b;.
Damit ist

sz(bla b27 7bm) = w?(gp(al),gp(CQ% SED) 90(%1-)) = Sp(sz(al?aZ» ""am))
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Damit ist w;(b1, ba, ..., bn,) € p(A). Fiir n; = 0 ist w? = p(w) € p(A).
ad (2): Durchrechnen wie ad (1)
ad (3):

C C(C) = ¢(C) Co((C)) = (p(C)) € ¢ ((C))

Andererseits gilt
C S (9(0) S o™ ({(O))
Nach (2) ist das eine Unteralgebra

= (C) o™ ((p(0))) = »({C)) C (p(C))

O

Die Komposition von Homomorphismen, das Hintereinanderausfiihren

zweier Homomorphismen ist wieder ein Homomorphismus, was man einfach
durch direktes Rechnen zeigen kann.

Proposition 1.1.13 Ist ¢ € Hom(A, B), v € Hom(B,C), dann ist Yoy €
Hom(A,C).

Bemerkung: Da fiir alle Algebren A id,s : a — a offensichtlich ein Homo-
morphismus ist, folgt daf die universalen Algebren eines bestimmten Typs
mit den Homomorphismen eine Kategorie (siche A.5) bilden.

Definition 1.1.14 Gibt es ein p € Epi(A, B) so nennen wir B ein homo-
morphes Bild von A.

B heifit isomorph zu A, wenn es einen Isomorphismus von B nach A g¢ibt,
symbolisch: A ~ B

Gibt es einen Monomorphismus von A nach B, so kénnen wir die Elemen-
te von A mit jenen von p(A) identifizieren, p : A — (A) ist somit ein
Isomorphismus. Dies nennen wir eine Einbettung.

Definition 1.1.15 Fs sei I eine Indexmenge. FEs seien A; fir i € I Q-

Algebren. Dann seien die Operationen auf [[ A;, dem kartesische Produkt,
iel
komponentenweise definiert.

D.h. fiir abziihlbares [ ist mit a¥ = (agi), agi), ) e[ A fir Ar(w;) =0

iel

Aq Ao
Shw L)

wi = (w
Fir Ar(w;) > 0 gilt:



A 1 2 Ar(w; A 1 2 Ar(w;
:(wil(ag),ag),...,al ( )),wﬂ(ag),ag),...,% @y )

Daraus folgt direkt

Lemma 1.1.16 [[] A;; Q] ist eine Q-Algebra.
icl

Definition 1.1.17 Die Abbildungen &; : [[[ Ai; Q] — A;, mit &(aq, ..., ax) =
i€l
a; nennen wir die Projektionen.

Sind die A; Q-Algebren, so sind die Projektionen klarerweise Epimorphismen.

Definition 1.1.18 Seien A; Q-Algebren. Ist S = [[] Ai; Q] und &(S) = A;
iel
so nennen wir S subdirektes Produkt.

1.1.2 Kongruenzen

Betrachten wir auf der Menge A eine Aquivalenzrelation R C A x A, so sei
a~gra < (a,d)€ER

Definition 1.1.19 Es sei A eine Q-Algebra. Eine Aquivalenzrelation K in
A x A heifit Kongruenz, wenn Yw € Q mit Ar(w) > 0 gilt:

a; ~i b, Vi=1, ..., Ar(w) = w(as, ag, ..., aarw)) ~x W(b1, b2, ..., barw))

Mit C(a) = {b|b ~k a} bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von a.

Die Menge aller Kongruenzen auf A bezeichnen wir mit K(A).

Da die Kongruenz K eine Aquivalenzrelation ist, gilt wegen der Reflexivitiit,
dak fiir alle O-dren Operationen w w ~x w gilt.

Beispiel: Betrachten wir die Menge der ganzen Zahlen Z als Ring, also
[Z;4,—,0,-]. Dann definiere die Relation @ ~r b <= a = b mod?2, d.h.
zwei Zahlen stehen in Relation, wenn Ihr Rest bei der Division durch 2 gleich
ist. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv. Sie ist damit eine
Aquivalenzrelation, die Einteilung in gerade und ungerade Zahlen. Ist sie
auch eine Kongruenz? Zu zeigen ist, dal fiir xq, 22,91,y € Z mit x1 ~r 1
und yo ~pg o gilt:

® T+ Xy ~RY1+ Yo

® T1:-Tog ~R Y1 Y2



o — 7 ~p —y und —x5 ~p —Yo

Das kann man leicht durch Fallunterscheidungen zeigen, es gibt ja nur zwei
mogliche Klassen. Also ist R eine Kongruenz.

Definition 1.1.20 Eine Teilmenge U C A heifit repriasentativ bzgl. K,
wenn in jeder Aquivalenzklasse genau ein Element von U liegt. (VC(a) :

NuelU:ueC(a))

Im obigen Beispiel ist die Menge {0, 1} eine reprisentative Menge.

Klarerweise sind die trivialen Aquivalenzrelation

o K ={(a,a)la € A} mit a ~ b < a = b, genannt die Identitit
e K =AXx Amitan~b:Va,be A), genannt die Allrelation

auch Kongruenzen.

Definition 1.1.21 FEine Algebra, die nur die trivialen Kongruenzen hat,
nennen wir einfach.

Definition 1.1.22 Sei M C A x A. Die von M erzeugte Kongruenz

ist (M), = N K, i.e der Durchschnitt aller Kongruenzen, die M
KeR(A),MCK
enthalten.

Da die Allrelation A x A immer eine Kongruenz ist, ist der obige Durchschnitt
nie leer.

Sind M und N C A x A, soist (M UN) = ((M) U (N)), da einerseits
MUN C (M) U(N) gilt, andererseits ist M C MUN = (M) C (M UN),
ebenso natiirlich (N) C (M U N), damit gilt also (M)U(N) C (M U N) und
daraus folgt (M U N) D ((M) U (N)).

Wir kénnen nun die Aquivalenzklassen betrachten und darauf Operationen
definieren:

Definition 1.1.23 Sei A eine Q2-Algebra, K eine Kongruenz. Auf der Men-
ge der Aquivalenzklassen AJK = {C(a;)|a; € A} definieren wir die Operatio-

A/K .
nen w; K mittels den Operationen w:

Fiir Ar(wf!) >0
W;A/K (C(a1)7 C((Ig), ) C<aAr(sz))> =C (sz(alﬁ az, ..., aAr(w?)))

Ist Ar(wf) =0 wZA/K = C(wf)



Proposition 1.1.24 Es seien [A; )] eine Algebra, K eine Kongruenz von A.
Dann ist [A/K; Q)] eine Q-Algebra. mx : A — A/K mit mx(a) = C(a) ist ein
surjektiver Homomorphismus, der sogenannte kanonische Epimorphismus.

Beweis: Aufgrund der Definition einer Kongruenz sieht man, daf die Ope-
rationen wohldefiniert ist. Zwischen den Operationen auf A und jenen auf
A/K gibt es eine eineindeutige Beziehung, somit ist A/K eine Q-Algebra.
Aus der Definition der Operationen aus A/K sieht man, daf 75 ein Homo-
morphismus ist. O

Wir kénnen nun den Homomorphiesatz formulieren, dazu bendétigen wir
die folgende Definition:

Definition 1.1.25 FEs seien A,B Q-Algebren und ¢ € Hom(A, B). Die
Relation Ker(p) C A x A ist definiert durch:

a1 ~Ker(p) @2 S 90(0’1) = QO(CLQ)
Proposition 1.1.26 Ker(p) ist eine Kongruenz.

Beweis: Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitét sind klar, also ist Ker(p)
eine Aquivalenzrelation.
Sei a; ~ker(p) @; fiir i = 1,..., Ar(w). Dann ist

¢ (w(ar,az,...,a40w)) =w(plar), p(az), ..., o(aaw)) =

=w (@(all)7 %O(CLIQ)a SR 7(P(ai4r(w))> = (UJ (a/17 a/27 s 7a:4r(w)))
O

Satz 1.1.27 ( Homomorphiesatz) Es seien A,B Q-Algebren. Seip € Hom(A, B).
Dann ist A/ Ker(y) isomorph zum Bild p(A).

A/Ker(p) =~ (A)

Beweis: Betrachte die Abbildung ¢ : A/Ker(p) — ¢(A) mit ¢¥(C(a)) =
¢(a). Aus der Definition von Ker(y) folgt, dak diese Abbildung wohldefiniert
ist. Aus der Definition der Operationen auf A/K und aus der Eigenschaft,
dak ¢ ein Homomorphismus ist, folgt, daf v ein Homomorphismus ist. ¢ ist
klarerweise surjektiv, und wegen der Definition von Ker(y) injektiv. O

Wir kénnen den Homorphiesatz umformulieren zu:



TK ¢

AJK

Abbildung 1.1: Homomorphiesatz

Lemma 1.1.28 FEs seien A und B Q-Algebren. Sei ¢ € Epi(A, B). Dann
gibt es eine Kongruenz K C Ax A und ¢ € Iso(B,A/K), sodass: Yoy = 1.
D.h. das Diagramm in Abbildung 1.1. ist kommutativ.

Beispiel: Es sei GL,(R) die Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen {iber
R, GL,(R) = {A € M, ,(R)|det(A) # 0}. Beziiglich der Multiplikation von
Matrizen bildet [GL, (R, -, 7, 1] eine Gruppe, wobei

1 0 ... 0
0 1 0
1= . . .
0 0 1

die Einheitsmatriz ist.
Es sei R* = R\0. Sei ¢ : [GL,(R), -, ,1] — [R*, -}/ 1] mit ¢(A4) =
det(A). Dann ist ¢ ein Homomorphismus, denn

©(A-B)=det(A- B) =det(A)-det(B) = p(A) - p(B)

wie wir aus der linearen Algebra wissen. Die Abbildung ¢ ist klarerweise
surjektiv, denn fiir r € R* beliebig ist ¢(A) = r falls

r 0 ... 0
0 1 0
A= . .
0 ... 0 1

Der Kern Ker(p) = {A € GL,, : det(A) = 1} = SL,(R). SL,(R) ist die
spezielle lineare Gruppe. Nach obigem Satz gilt GL,(R)/SL,(R) ~ R*.
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Lemma 1.1.29 FEine Algebra A ist einfach genau dann, wenn fiir jede Al-
gebra B jeder Homomorphismus ¢ : A — B entweder ein Monomorphismus
ist oder Ker(yp) die Allrelation ist, d.-h. ¢(A) 2 B mit |p(A)| = 1.

Beweis: <= Sei K eine Kongruenz auf A, dann ist der kanonische Epi-
morphismus 7, : A — A/K entweder ein Isomorphismus oder |A/K| = 1,
also ist im ersten Fall C(a) = {b|¢(b) = p(a)} = {a} oder im zweiten Fall
C(a) = A. Damit ist K eine der trivialen Kongruenzen, also ist A einfach.

= Ist ¢ ein Homomorphismus, so ist Ker(y) eine Kongruenz. Da A
einfach ist, ist entweder C(a) = {a} Va € A, dann ist ¢ injektiv, oder
C(a) = AVa € A, also ist |p(A)] = 1. O

Lemma 1.1.30 Seien A,B Q-Algebren und sei ¢ € Epi(A, B). Dann gibt
es eine bijektive Beziehung zwischen den Kongruenzen auf B und jenen auf
A, die Ker(p) enthalten.

Beweis: Es sei M = {K € R(A) : K D Ker(p)}. Fiir jede Kongruenz K €
I sei die Relation ®(K) definiert durch: g1 ~ax) 92 <= ©(g1) ~k ¢(92).
Daraus folgt, dak ®(K) eine Kongruenz ist und die Abbildung ® : 9t — K(B)
bijektiv ist. O

Auf der Menge aller Kongruenzen K(A) konnen wir eine Ordnung defi-
nieren:

Definition 1.1.31 Sei K, K, € R(A), dann ist:
Ky < Ky <= K| C K3 (als Teilmengen von A x A)

Man kann zeigen, daf dies eine Ordnung ist und daf beziiglich dieser Ord-
nung fiir jede nicht-leere Teilmenge 9 C R(A) stets das Supremum und das
Infinum von 9M existieren, d.h. dak K(A) ein vollstandiger Verband (siehe
A4) ist:

Lemma 1.1.32 [R(A); <] ist ein vollstandiger Verband.
Die kleinste obere Schranke, das Supremum, einer Teilmenge M von Kon-
gruenzen, M C R(A), ist die folgende Kongruenz S:

a~gbi<= 31K, € M,c; € A, sodaBl gilt

@~ CLCL Ky €2y e vy Creg K,y Cr1,Cro1 ~E, Cr = b

Beweis: [18] Kapitel 1, Satz 1.61.
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Definition 1.1.33 Wir nennen eine Konstruktion wie in 1.1.32 Kette der
Lange r von a nach b in den K.

Damit kénnen wir die erzeugte Kongruenz genauer beschreiben. Sind R,S
Kongruenzen auf einer Algebra A, so ist 7' = (R U S) klarerweise gleich dem
Supremum von R und S. Fiir a,b € A gilt somit a ~r b genau dann, wenn
es eine Kette von a nach b in R und S gibt.

Satz 1.1.34 (Isomorphiesatz) Sei A eine Q-Algebra, K eine Kongruenz auf
A. Sei M C R(A) mit M ={L € R(A)|L > K}. Dann gilt

1. Sei L €M = IL/K) € K(A/K) : C(a) ~px C(b) <= a ~r,b.
2. Sei ' € R(A/K) = I € M : a ~7 b= C(a) ~p C(b).

3. Die Abbildung ¢ : I — R(A) mit ¢(L) = L/K ist ein Verbandsiso-
morphismus und o~ (L') = L'

4 A/L = (A/K) /(L/K)

Beweis: [18] Kapitel 1, Satz 1.71.

Bemerkung:

e Die Abbildung ¢ : M — K(A) im obigen Satz ist gerade die Abbildung
px¢p: AxA— A/K x A/K, wo ¢ : A — A/K der kanonische
Epimorphismus und wir unter ¢ x ¢ die komponentenweise Anwendung
verstehen (siehe A.3.9). Dann ist

C(a) ~pr) C(b) <= a ~p b= (a,b) € L = (¢(a), (b)) € (¢x¢)(L)

> (C(a),C)) € (¢ x ¢)(L)
Andererseits sei (C(a),C(b)) € (¢ x ¢)(L)

= 3, V) € L: (¢ x ¢)(d', V) = (6(a’), o(t)) = (C(a),C(b))
- C((I) = C’(a/) ~ (L) C(b/) = C(b)

e Betrachten wir nun zwei Teilmengen M und N von A x A und die
davon erzeugte Kongruenz (M U N), so ist also

A/ (MUN) = (A/(M)) /(M UN)/{M)) = (A {(M)) ] (N) 4/ cnr>

wenn wir unter (N) 4/ yro = (@ X ¢)(N)) 4/ pr- verstehen.
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Die Menge der Funktionen von A* nach A wird nach A.3.1 mit Fj(A)
bezeichnet.

Definition 1.1.35 Fine Funktion f € Fi(A), fir die bzgl einer Kongruenz
K von A gilt:

Ty ~YK Yq Vi:>f<xl7x27"'axk) ~K f(y17y27"'7yk)

nennen wir kompatibel mit K oder vertraglich mit K.
Ist f kompatibel fir alle K € R(A) so nennen wir f kompatibel.

1.1.3 Freie Algebra, freie Vereinigung, freies Produkt

In diesem Abschnitt bezeichne € stets eine Menge von Operationen. Weiters
sei 4 eine beliebige Unterklasse aller {2-Algebren.

Definition 1.1.36 Fine Algebra [A; Q] € U heifst frei iiber X in 4 | wobei
X C A, wenn VB € U jede Funktion f : X — B eindeutig zu einem Ho-
momorphismus ¢ : A — B erweitert werden kann. FEs sei t: X — A die
Inklusion, dann gilt also:

VBedVf: X - B : 3 o€ Hom(A,B) mit p|x =por=f

Damit ist das Diagramm in Abbildung 1.2. kommutativ.

f

X B

o

Abbildung 1.2: A frei iiber X

Bemerkung:

1. Wenn U4 C ' und A frei in Y ist, dann ist klarerweise A auch frei in
.
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2. Es gilt, dak ¢ ein Epimorphismus ist, wenn f surjektiv ist.

3. Andererseits gilt, dal ¢ i.a. nicht injektiv ist, wenn f injektiv ist,
denn angenommen diese Eigenschaft gelte, dann betrachte B = X,
dann wire ¢ ein Isomorphismus von A nach X, also ist X = A. Es
gibt jedoch Beispiele fiir freie Algebren, wo X # A ist, z.B. ist Z als
abelsche additive Gruppe frei iiber {1}, wie man sich leicht iiberlegen
kann.

Satz 1.1.37 Ist A frei iber X in i und B frei dberY in W und gilt | X| = |Y|,
so qilt A ~ B.

Beweis: Da |X| = |Y|, gibt es also eine Bijektion f : X — Y. Da A frei
iiber X ist und Y C B, gibt es also einen eindeutigen Homomorphismus ¢ ,
der f: X — B auf A erweitert. Umgekehrt gibt es einen Homomorphismus
Y, der f71:Y — A auf B erweitert. ¢ o1 ist somit ein Homomorphismus
von B nach B, der idp erweitert. Wegen der Eindeutigkeit der Erweiterung
gilt also ¢ oY = idp, ebenso ist auch 1 o ¢ eine Erweiterung von ud 4 als
gleich id4. Somit sind ¢ und v bijektiv. O

Daraus folgt unmittelbar
Lemma 1.1.38 Sind A und A’ frei iber X in U, so gilt: A~ A,

Definition 1.1.39 Sei 20 C U(Q2). Sei {A;|i € [} C 2. Eine Algebra A
mit den Abbildungen p; € Hom(A;, A) heifit freie Vereinigung der Alge-
bren A; in 20, symbolisch: A = |J A;., wenn es fiir jede Algebra B aus 20

i
und alle Homomorphismen ¢; € Hom(A;, B) einen eindeutigen Homomor-
phismus p € Hom(A, B) gibt, sodaf$ 1V; = p o @;.
Ist A =JA; so ist das Diagramm in Abb. 1.3 fiir jedes B € 20 kommutativ.
Pi
Die freie Vereinigung der Algebren A; sind bis auf Isomorphie eindeutig:

Proposition 1.1.40 Seien A = |J A; und A" = |J A; freie Vereinigungen der
Pi (p;
A; in 2. Dann gibt es einen Isomorphismus p € Iso(A, A’) mit ©; = po p;.

Beweis: [18] Kapitel 1, Proposition 3.31
Definition 1.1.41 Fine freie Vereinigung A = |J A; heifit freies Produkt,

Pi
wenn alle p; Monomorphismen sind und \J ¢; (A;) ein Erzeugendensystem
icl
von A ist, i.e. A= <U i (AZ)> Symbolisch: A = Q) A;
iel i
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Abbildung 1.3: A ist freie Vereinigung der A;

1.1.4 Worter

Definition 1.1.42 FEs sei §2 eine Signatur. Sei weiters M eine Menge, die
disjunkt zu ) ist. Wir definieren nun die Worter in M iiber 2 , W(M)q
und deren Stufen induktiv:

1. Jedes m € M und jedes w € Q mit Ar(w) = 0 ist Wort 0-ter Stufe.
2. Fir k > 1 sind die Worter k-ter Stufe:
(a) die Worter der Stufe k-1.

(b) die Ausdricke der Form w(wy,ws,...,w,), wobei w € Q, n =
Ar(w) > 0 und die w; Worter k — 1-ter Stufe sind.

Die minimale Stufe eines Wortes bezeichnen wir als den Rang des Wortes,
symbolisch r(w).

Ist w ein Wort, so bezeichen wir als Unterworter von w
e w selbst

e die Unterwirter von den w;, wenn w = w(wy, wy, ..., wy,) ist.

Durch Induktion nach dem Rang r(w) eines Wortes w sind also Unter-
worter eindeutig definiert. Fiir » = 0 ist nur w selbst ein Unterwort, fiir
r =1 und w = w(wy, w, ..., w,) mit r(w;) = 0 sind w und diese w; Unter-
worter. Fiir r = m und w = w(wy, ws, ..., w,) mit r(w;) < m—1 sind also die
Unterworter der w; definiert, alle diese sind nun Unterworter von w.
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Beispiel: Seien ®, * und T die Elemente von © mit Ar(®) =2, Ar(*) =1
und Ar(Y) =0. Sei M = {a,b}.

Dann sind die Worter O-ter Stufe: 1, a,b

Die Worter 1-ter Stufe: (Y, a),®(Y,b),o(a, T),o(,T),®(a,b), ®(b,a),
“(a),*(b),*(T),a,b,T

bzw. in anderer Schreibweise: YT ®a, Y©b,a® Y, 00T, a®b, bOa,a*,b*, T*, a,
b, T

Ein Wort 4-ter Stufe ist zum Beispiel a ® (T* ® (a ® b))".

Dieses (seltsam anmutende) Beispiel soll uns zeigen, dak Worter nichts
anders als Aneinanderreihung von ,,Symbolen“, von ,,Buchstaben* aus A und
(2 sind, wobei die Aritdten der Elemente von ) beriicksichtigt werden, die
ansonsten jedoch ,sinnleer”, [formal“ sind.

Gehen wir nun zu dem fiir uns besonders interessanten Fall einer Algebra
iiber:

Definition 1.1.43 Sei nun A eine Q-Algebra, dann definiere auf W(A)q
die Operationen: w angewandt auf die Worter wy, wy, ..., Warw) st das Wort
w(wy, wa, ..., wy,) firn = Ar(w) > 0. Die 0-dre Operationen sind die Waorter,
die den Operationssymbole entsprechen.

Wir bezeichnen das Wort w(wy, wa, ..., w,) € W(A)q fir n = Ar(w) > 0
oder das Wort w € W(A)q fir Ar(w) = 0 als formale Operationen.

Daraus folgt direkt:

Lemma 1.1.44 [WW(A)q, Q] ist eine Q-Algebra, die Wortalgebra .

Die Bezeichnung ,formal“ soll den Unterschied zwischen dem Wort in
W(A)q und der entsprechenden Operation in G aufzeigen.
Zum besseren Verstandnis betrachten wir ein Beispiel:

Beispiel: Sei [G, -, 7!, 1] eine beliebige Gruppe G = {g;|i € I}. Dann kénnen
wir die Worter auf G induktiv bestimmen:

Die Worter der Stufe 0 sind alle g; und 1. Nehmen wir an, dafs das
Einslement in G ein anderes Symbol als die formale Eins ist, z.B. e oder 0,
so sind diese als Buchstaben in den Wortern unterschiedlich! Die Wérter der
1-ten Stufe sind die formalen Produkte g; - g;,1 - g; und g; - 1 , die formalen
Inversen g; ' und 17! sowie die Wérter O-ter Stufe. Die Wérter der 2-ten
Stufe sind die Worter g; - g; - gx, die formalen Produkte h; - h;, wobei die
hi, h; gleich g;,1,g; " oder 17! sein konnen (also Worter 1-ter Stufe sind),
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die formalen Inversen ;' mit h; ein Wort 1-ter Stufe, sowie alle Worter der
1-ten Stufe.

Ingesamt sind also in W (A)q alle endlichen formalen Produkte von den
Elementen aus G' und 1, deren formalen Inversen und 1 enthalten.

Wir bereits erwdhnt, bezeichnen wir ein Wort als formales Produkt oder
formales Inverses, um zwischen dem Element in W (A)qg und der entsprechen-
den Operation in G zu unterscheiden. So sind z.B. die Worter g;-g; ', g; '+ gi
und 1 in W(A)q unterschiedlich, die entsprechenden Elemente in G jedoch
nicht!

Nehmen wir als konkretes Beispiel die Menge der ganzen Zahlen mit der
Addition, [Z;+, —, 0], so sind die folgenden Worter alle unterschiedlich:

I+(1+01+1),014+1)+(1+1),1+3,4,(1+4) —1,—(=1+(-3))

Diese Beispiel lidft uns bemerken, dafs man in der Wortalgebra einige ,,na-
tiirliche* Aquivalenzen angeben kann (alle obigen Worter sind in Z ausgewer-
tet = 4). Das werden wir tun und dann die Quotientenalgebra betrachten (
siehe 1.1.62 ).

Definition 1.1.45 Mit w(my, ma, ....,my) bezeichnen wir ein Wort aus W (M),
in dem ausser den FElementen w der Signatur 0 hdéchstens die Elemente
m; € M vorkommen.

Beachte in dieser Definition das Wort ,hochstens“. So sind z.B. in W(Z) 1 — oy
3+4,14+(2+4),-1+(—2+3)und (—4+3) -1

alle Worter in 1,2,3 und 4 also w(1,2,3,4). Wir lassen diese ,,Ungenauig-
keit“ zu, da wir oft ein Wort nicht eindeutig bestimmen kénnen, z.B. beim
Ubergang zu einer Quotientenalgebra, wir aber dennoch Aussagen iiber das
Wort machen konnen, es bei verschiedenen Worten ,angenehmer® ist oBdA
davon ausgehen zu konnen, dafl sie Worter in denselben Buchstaben sind.

Definition 1.1.46 FEs seien M, A Mengen, k > 1 eine ganze Zahl und
m; € M und a; € A firi=1,...k Ist w(my,ma,.....,mg) € W(M)q, dann
bezeichnen wir mit w(ay, as, ...., ay) das Wort aus W (A)q, wo jedes m; durch
das a; ersetzt wird.

Diese Zuordnung ist eindeutig, denn ist w(my,...,mg) = w(my,...,my)
(obdA k£ < n und die Unterworter m; sind fiir ¢ = 1,...,k gleich) dann
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gibt es die Elemente m;,, ..., m; sodak w(my,...,mg) = w(ms,...,m,) =
w(m,, ..., m;), sodak genau die m;; im Wort vorkommen. Dann ist aber
w(ay,...,ax) =w(ay,...,a,) = w(@,...,a;,)

Auch fiir jede Umordnung der m; bleibt diese Zuordnung eindeutig.
Beispiel: Ist w(g1,92,93) = g1+ g5, so ist w(1,2,3) =127,

Wir werden manchmal w(a;; z;) als Abkiirzung fiir
w(ay, @g, ..., Gp, T1, Ty oy Tpy)

verwenden, wenn die Bedeutung klar ist.

Bemerkung ( iiber das Auswerten ): Sei A eine Algebra. Die Elemen-
te von W(A) sind (bis jetzt) eine Aneinanderreihung von Symbolen aus
(AUQU{(,)}). Eine Beziehung zu der Algebra A kann durch ™Auswerten”’
erlangt werden. Wir konnen jedem Wort w = w(ay, as, ..., a,) € W(A) ein
Element ¢(w) aus A zuweisen, indem wir den Unterwortern, beginnend mit
dem niedrigsten Rang das Ergebnis der entsprechenden Operation zuordnen.
Indem wir also den formalen Operationen jene in A zuordnen:

Ist der Rang » = 0, dann ist entweder w = a mit a € A oder w = w; mit
Ar(w;) = 0. Im ersten Fall sei p(w) = a, im zweiten Fall ordnen wir p(w)
jenes feste Element aus A zu, daf die 0-dre Operation w; auswahlt.

Ist der Rang r > 0, dann nehmen wir an, wir haben allen Wortern nied-
rigerer Rénge bereits ein Element aus A zugeordnet. w = w(wi, ..., War(w))
= p(w) = w(ai, ..., aar@w)) € A mit p(w;) = a,.

Diese Abbildung ist klarerweise ein Epimorphismus.

Definition 1.1.47 Diesen Epimorphismus ¢ : W(A) — A bezeichnen wir
als den ,Auswerteepimorphismus®, symbolisch |.| 4.

Definition 1.1.48 Sei [A; Q] eine Algebra, dann nennen wir die Elemente
von X = {z1, 9, ...,x;} Unbestimmte , wenn diese Menge disjunkt zu A
152.

Bemerkung: Sei X = {zi,...,2;} eine Menge von Unbestimmten. Sei
w = w(wy,xa, ..., x,) € W(X). Ersetzen wir nun jedes z; durch ein a; € A,
so erhalten wir ein Wort aus W (A). Mit |.|4 ergibt sich ein Element aus A.
D.h. wir kénnen jedem w € W (X) eine Funktion fy,: A* — A zuordnen.
D.h. oy[A] : W(X) — Fj(A) mit ox[A] : w — fyy ist eine Funktion. Es ist
leicht zu sehen, dafs das ein Homomorphismus ist.
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Definition 1.1.49 T(A) = ox[AJ(W(X)) = {f € Fr(A) : Jw € W(X) :
flay,...,ax) = w(ay,...,ax)} ist die Menge der k-wertigen Termfunktio-
nen.

Ist w € W(X), so bezeichnen wir ox[A](w) oft mit demselben Symbol w,
wenn es klar ist, daf damit die Funktion A* — A gemeint ist. Wir lassen
oft, so wie hier, ambivalente Bezeichnungen zu, aber es zeigt sich, daf wir
keine Klarheit verlieren, aber viele eigentlich redundante Symbole weglassen
koénnen.

Die Kenntnis des Auswerteepimorphismus wére sehr interessant. Welche
Worter induzieren dieselbe Funktion? Dieses Problem ist als Wortproblem
bekannt, wir werden uns diesem Problem in 1.2.1 zuwenden.

Proposition 1.1.50 Es seien A, B Q)-Algebren, X eine Menge von Unbe-
stimmten. Seip € Hom (A, B), dann ist fir w e W(X) mit w = w(z1,...,x,)

o(w(ay, ag, ..., a,) = wlp(ar), p(as), ..., o(ay,)).

D.h.
i o op[A](w) = oy [B](w) o ¢"

Beweis: Induktion nach dem Rang r des Wortes w(ay, as, ..., ax):

Fiir r = 0 gilt die Aussage, denn fiir w = w mit Ar(w) = 0ist p(w) = p(w) =
w=w und ist w = w(a;) = a; so ist (w) = p(a;) = w(v(a;)).

Sei nun die Aussage fiir Worter der Range 0,1,..., r—1 gezeigt. Sei w(aq, as, ..., ax)
ein Wort des Rangs r. Dann ist

w(ay, ag, ..., ax) = w (wi(ay, ag, ..., ag), wo(ay, az, ..., a), ..., wy(ay, as, ..., a))

wobei w; Worter von Réngen < r sind und n = Ar(w) > 0. Dann ist
4 (w(a/l) A2y -.uy ak)) =

= ¢ (w (wr(ay, az, ..., ar), wa(ay, ag, ..., ax), ..., wy(ag, as, ..., ax))) =

Hom
L (p (wy(ay,ag,...;ar)) , @ (wo(ay, as,...,ax)) , ..., ¢ (wy(ay, as, ...,ax))) =

Ind.vorr.

w (wr (p(a1), p(az), ., p(ar)) , wa (p(a1), p(az), . p(ar))) , -

ooy Wy (p(a1), p(az), ..., p(ax))
O
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Proposition 1.1.51 Es sei A eine Q-Algebra. W(A), ist frei dber A in
B(Q).

Beweis: D.h. zu zeigen ist, daf jede Funktion f : A — B, in der B eine (-
Algebra ist, eindeutig zu einem Homomorphismus ¢ : W(A) — B erweitert
werden kann. Wir definieren:

o(w(ay,ag, ...,a,)) = w(f(ar), flas), ..., f(ay)) fura; € AVi=1,...,n

Diese Zuordnung ist nach 1.1.46 eindeutig. Sie ist klarerweise ein Homomor-
phismus. Jeder Homomorphismus muf aber nach der vorherigen Behauptung
diese Definition erfiillen. O

Proposition 1.1.52 Es sei A eine w-Algebra. M C A. Dann gilt: (M), =
(W (M)al 4

Beweis: |.|4 ist klarerweise ein Epimorphismus. Damit ist [W(M)q|, <
AM C (W (M)l , = (M), C [W(M)al,

Andererseits mufs in jeder Algebra, die M enthélt, jedes Wort w(my, .., my,)
aus M enthalten sein, wie man leicht mit Induktion nach dem Rang des Wor-
tes w zeigen kann. = |W(M)q|, C (M) , O

Eine alternative Formulierung von (1.1.52) ist unter Verwendung von
Termfunktionen:

Proposition 1.1.53 A Q-Algebra, M C A. Dann ist:

<M>A: U{t(ml,mQ,...,mi) ]tETk(A),ml,mz,...,mi EM}
keN

Proposition 1.1.54 A sei eine Q-Algebra, M CA, sodafs A = (M), dann
qgilt:
A~W(M)q/Ker|.|a

Insbesondere ist also jede Algebra Quotient einer freien Algebra.

Beweis: Das folgt sofort aus dem Homomorphiesatz (1.1.27). O

Ist M C A, so ist fiir mq,...,my € M |w(imy,...,my)|, € A. Zur
Vereinfachung werden wir oft die |.|, weglassen, da es klar ist, wenn ein
Wort w € A ist, dafs damit nur die Auswertung gemeint sein kann. Also ist
w=w(my,...,my) € A, so meinen wir damit w = |w(my,...,my)|,.
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Aus 1.1.50 folgt dafs fiir einen Homomorphismus ¢ : A — B und a =
lw(my,...,my)|, =w(m,...,my) gilt:

pla) = pw(my,....m)) = wlp(m), ... e0m))

Bemerkung: Satz 1.1.54 ermdglicht die Darstellung von Algebren mit Er-

zeugenden und Relationen. Der Kern von |.|4 besteht aus allen Elementen
(w(m;), w'(m;)) von W (M) x W (M) fiir die in A gilt w(m;) = w'(m;). Sol-
che Relationen nennen wir Identitdten, siehe Kapitel 1.1.5. Wir konnen nach
oben jede Algebra als A = W(S)/ (R) darstellen, wobei A = (S) ist und R
eine Untermenge von W (S) x W (S) sowie (R) die davon erzeugte Kongruenz
ist. Man schreibt dann auch kurz A = (S; R).

Umgekehrt konnen wir auch die Algebra A suchen, wenn wir die Mengen
S und R kennen. In Kapitel 1.1.5 werden wir ein Beispiel zu dieser Darstel-
lung angebenn.

Aus den vorherigen Sitzen und jenen iiber freie Algebren folgt

Proposition 1.1.55 FEs sei A eine Q2-Algebra, 20 C V(). Ist A frei diber
X in 20, so ist A ~ W(X), der Isomorphismus ist der Auswerteepimor-
phismus, |.|, : W(X) — A. Damit gilt A = (X). Gibt es ein weiteres
Erzeugendensystem Y von A, dann ist |Y| > | X|.

Beweis: Sowohl A als auch W (X) sind frei {iber X, damit wissen wir daf
also A ~ W (X). Wie sieht dieser Isomorphismus aus? Es kann ¢ : X — A
eindeutig zu einem f : W(X) — A erweitert werden. Da f eindeutig ist,
ist f = |.|,. Ebenso kann 1, : X — W(X) zu einem g : A — W(X) er-
weitert werden. Somit sind aber wegen der Eindeutigkeit f o g = ids und
go f =idw(x), d.h. |.|, ist der gesuchte Isomorphismus. Sei Y ein weite-
res Erzeugendensystem von A, mit |Y| < |X|, also gibt es eine surjektive
Abbildung von f : X — Y, die nicht injektiv ist. Also kann die Abbildung
zu einem Epimorphismus f' : W(X) — W(Y) erweitert werden, es gilt je-
doch W(Y) = W(X). Seien z,2" zwei verschiedene Elemente aus X mit
f(z) = f(2') = y, dann ist aber y = w(x;) und diese Darstellung ist nach
oben eindeutig, also ist x = x’. Widerspruch O

Beachten sollte man, dafs aus dieser Proposition folgt, dafk bei einer freien
Algebra A iiber X die Darstellung eines Elements durch Worte in X eindeutig
ist.

Proposition 1.1.56 Seien A, B Q-Algebren, S C A. Sei A = (S). Ist
f S — B eine Abbildung, so gibt es héchstens einen Homomorphismus
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¢ : A — B, der f erweitert, d.h. ¢|s = f.
Ist B=(T) und ist f : S — T surjektiv, so ist dieser Homomorphsimus ¢
surjektiv, falls er existiert.

Beweis: Seien @1, ¢, zwei solche Homomorphismen, dann ist fiir a = |w(s;)|, =
w(s;) :

p1(a) = @1 (w(s;) = w (p1(s:) = w (f(si)) = w(pa(si)) = pa(a)

Sei nun B = (T'), dann kann jedes b € B ausgedriickt werden als b = w(t;)
mit t; € T, seien s; € S mit f(s;) = t;, dann ist p(w(s;)) = w(e(s;)) = w(t;),
wenn dieser Homomorphismus ¢ existiert. O

Insbesondere ist somit ein Homomorphismus bereits durch die Wirkung
auf ein Erzeugendensystem eindeutig bestimmt.

1.1.5 Varietaten

Definition 1.1.57 Sei A eine Q—Algebra, X = {x1,...,xx} Unbestimmite.
Ein Wortpaar v € W(X) x W(X) nennen wir Gleichung. Eine Gleichung
(wy,ws) gilt in A, wenn wy(ay, ..., ax) = wa(ay, ...,ax) Ya; € A. Wir nennen
diese Gleichung dann Gesetz von A. D.h. op[Al(wy) = ox[A](ws). Ist
W C BV(Q) eine Unterklasse der Klasse aller Q2-Algebren, so bezeichnen wir
die Menge aller Gesetze, die in jeder Algebra A € 20 gelten, mit T'(20), die
Gesetze von 20 .

Ein Wortpaar + = (wy,ws) € W(A) x W(A) nennen wir Identitét fiir
A, wenn in A gilt wy = ws.

Jedes Gesetz angewandt auf Elemente von A ist eine Identitit. Der Kern
der Abbildung |.|, besteht genau aus allen Identitéiten.

Beispiel Auf der Menge der ganzen Zahlen ist 1 + 1 = 2 eine Identitit
und x + (—x) = 0 ein Gesetz.

In der klassischen Algebra beschéftigt man sich mit bestimmten Klassen
von Algebren, die nicht nur einen gewissen Typ von Operationen besitzt, son-
dern auch bestimmten Gesetzen wie zum Beispiel dem Assoziativititsgesetz
gehorchen. Das fiihrt uns zu der folgenden Definition:

Definition 1.1.58 Sei ) eine Menge von Operationen. I eine Menge von
Gleichungen. Dann nennen wir die Klasse aller Q2-Algebren, in der alle Glei-
chungen aus I' gelten, eine Varietdt , U = L(Q, 1)
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Definition 1.1.59 Varietditen V, die nur ein-elementige Algebren A enthal-
ten, nennen wir vollstindig entartet.

U vollstindig entartet <= VA€V :|A| =1

Gilt fur alle Algebren A € V mit |A| > 1, daf$ sie keine ein-elementigen
Unteralgebren enthalten, so nennen wir die Varietdten U halb entartet.

U halb entartet <= VA eV : (|Al=1v (VU < A= |U| # 1))

Bemerkung: Die Bedingung fiir ,halb entartet” ist fiir vollstindig entarte-
te Varietiten klarerweise erfiillt. Also folgt aus ,vollstéindig entartet  halb
entartet®.

Die Eigenschaften ,yollstdndig entartet® und ,halb entartet” iibertragen
sich klarerweise auf Untermengen, und somit auf alle enthaltenen Varietéten.

Es ldft sich eine interessante Tatsache iiber freie Algebren formulieren:

Proposition 1.1.60 Sei 20 C BV(NQ), sei A eine freie Algebra iber X in
2. Sei k € N, und wy,wy € W(X) und seien x1,...,x, € X paarweise
verschieden. Dann gilt

wy (21, ..., x,) = we(T1, ..., 7%) <= (w1, w2) € I'(2W)

Beweis: [1]| Satz 1.58

D.h. gilt eine Gleichung in X (mit paarweise verschiedenen z;), so gilt
sie bereits in allen Algebren in 20.

Beispiel: Die meisten algebraischen Strukturen der klassischen Algebra sind
Varietiten.
So ist die Klasse der Gruppen die Varietit B(€2, ') mit

e O={ 11}

des Typs {2,1,0} und den Gleichungen
o 11 (x9-x3) = (21 12) - x3 (Assoziativitit)
o r1-1=um (Eins)

o v, -27' =1 (Inverses)
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also ist

D= {(z1- (@2 23),(x1-22) - 23); (x1- L,21); (w1 -2y, 1)}

Ebenso sind u.a. die Ringe, die kommutativen Ringe mit Eins und
die Verbdnde Varietiten. Die Klasse der Korper ist keine Varietdt bzgl.
Q = {+,-,—71,0,1}, da das Auffinden des multiplikativen Inversen keine
Operation ist. (0 ist ausgenommen.) Wiirde man 0 dazu nehmen, es also
0~1 geben, so hitte man eine vollstindig entartete Varietiit:

1=0-0'=0 = a=a-1=a-0=0 Vae K

Die Klasse der Ringe mit (linker) Eins ist halb entartet, denn angenom-
men die Algebra A hat eine Unteralgebra B mit |B| = 1, dann ist 1 = 0,
damit aberz =1-2=0-2=(0+4+0)-2=0-2+0-z=1-2+1-z=x+z
= x = 0 V. Jede Varietit, die in dieser Varietdt enthalten ist, ist somit
auch halb entartet. Es gibt eine grofere Varietat fiir die das gilt, siehe 3.1.5.

Satz 1.1.61 Sei U eine Varietit und A € 0. Dann ist jede Unteralgebra
(A" =< A) € U und jedes homomorphe Bild ¢(A) € B. Ist {A;} C U dann
ist auch das Produkt [ A; € 0.

D.h. fiir Varietidten gilt die Abgeschlossenheit bzgl. Bildung von Un-
teralgebren, homomorphen Bildern und Produkten. Es gilt aber auch die
Umkehrung: Jede Klasse von Algebren, die beziiglich dieser Operationen ab-
geschlossen ist und die zumindest eine Algebra mit nicht leerer Trigermenge
enthilt, ist eine Varietét (siehe [2| Satz IV.3.1).

Insbesondere folgt daraus, dafs die Klasse der Korper auch beziiglich an-
derer Operationenmengen keine Varietét bilden, da das direkte Produkte von
Korpern keine Korper sind. Denn es gibt nicht nur fiir (0, ..., 0) sondern fiir
alle (aq,...,a), fir die es ein 1 < i < k gibt, sodaf a; = 0, kein multiplika-
tives Inverses.

Wir werden fiir Varietdten nun freie Algebren konstruieren. Wir werden
die freie Algebra W (X)) betrachten und dort eine Relation definieren, sodafs
wir eine Algebra der gegebenen Varietét erhalten.

Satz 1.1.62 Fir jede beliebige Kardinalitdt der Menge X qibt es in jeder
nicht entarteten Varietdt ‘U freie Algebren iber der Menge X in ‘.

Beweis: Sei U =U(I"). Sei X = {z; i € '} eine Menge von Unbestimmten
von beliebiger Kardinalitat.

Wir konstruieren nun eine Relation R auf der Wortalgebra W (X). Die
Menge P C W(X) x W(X) bestehe aus den folgenden Elementen:
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1. (w,w) wo w € W(X) (Die diagonalen Elemente sind enthalten).

2. (w1<u17"'7uk)7w2(u17"'7u/€)) und (wl(u27‘"Juk>7w1(u17"'7uk))7wo
((wl(yla s 7yk2)7w2(y17 ce 7yk)) €I und u; € W(X) fiir 1 < [ < k.

Dann gelte w ~g w/ genau dann, wenn eine endliche Kette von w nach w
"in P existiert, d.h. Jr : Ju;, i = 1,...,7, sodak w = vy, v1,...,0, = W,
wobei man von v; auf v;1; kommt, indem man ein Unterwort v} von v; durch
ein Wort v/ ersetzt, fiir das gilt: (v},v!) € P. (D.h. entweder ist v; =
v;+1 oder wir ersetzen ein Unterwort durch ein beziiglich der Gesetze von U
dquivalentes Wort.)

R ist klarerweise reflexiv, symmetrisch. R ist transitiv, da wir zwei ent-
sprechende Kette einfach hintereinanderhdngen kénnen, damit ist R eine
Aquivalenzrelation.

R ist eine Kongruenz, denn angenommen es sei w € {2 mit Ar(w) > 0.
Es seien w; und w], Worter aus W(X) fiir ¢ = 1,..., Ar(w)) mit w; ~p .
D.h. es gibt fiir jedes i eine Kette der Linge r; von w; nach uf : w; =
L = w, so konnen wir auch eine Kette von w (wl,...,wAT(w))

7 7 7
UO,UI,...,U”

nach w <w’1, cee u/AT(w)> konstruieren, indem wir in jedem Schritt ein Wort

durch ein dquivalentes Wort aus den bekannten Ketten ersetzen:

1 / 2
w (wl,wg,...,wAT(w)) , W (vl,wg,...,wAr(w)) s, W (wl,vl .. .,wAr(w)) yoee
/ / / Ar(w)
w (. Wopr ()11 War(w)) W (wl, s Wap()—15 V1 > e
/ / Ar(w) / / /
cW (wb SRR wA?”(w)—D/UT—l ) W (wla <o Warw)—1o wAr(w))

Wir werden nun zeigen, dak W(X)/R eine freie Algebra in U iiber X =
{C(xy)]i € I} ist, wobei |X| = |X| = |I|. Wir zeigen zuerst die letzte
Behauptung. Angenommen sie gilt nicht, so gibt es n,m, sodak C(z,) =
C(zm), d.h. es gibt eine Kette von x,, nach z,,. D.h. z,, = z,, ist ein Gesetz
aus I', somit ist U vollstindig entartet. Widerspruch.

Da W(X) = (X),ist W(X)/R = (X). Sei wi(y1, ..., yx) = wo (Y1, .., Y) €
[ und uy,...,u, € W(X). Dann ist

(1.1.50)

wy (Cug), ..., Clug)) =" C(wi(ug,...,ug)) = C(wa(uy, ..., ug)) =

= Wsy (C(ul), ceey C(uk>)

Also ist W(X)/R eine Algebra aus . Sei nun A € U beliebig, und ¢ :
X — A eine beliebige Abbildung. Wir definieren nun eine Abbildung 1 :
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W(X)/R — A durch ¢ (C(w(ziy,...,z:)) = w(e(C(ziy, ..., xi)). ¥ ist

wohldefiniert, denn angenommen wy(z;,,...,x;, ) ~r wi(x;,...,x; ). Dann
ist
wy (p(C(2iys- -5 23,)) ~r wa (p(Clxiy,...,2;)), da wir eine Kette von w;

nach wy finden, indem wir in der Kette von w; nach w; jedes x; durch ein
¢ (C(x;)) ersetzen. Klarerweise ist 1 eine Erweiterung von ¢, und

REA(W (X))

@/J (wi (C(wl)a s 7C(wA7"(wi))))

Def. + 1.1.50

V(O (wi (wrs- - waren))) =

w; (¢ (O(wl), e ,C<wAr(wi)))

Also ist ¢ ein Homomorphismus. Jeder Homomorphismus, der ¢ erweitert
mufl aber die Definition von v erfiillen, also ist 1 eindeutig bestimmt, also
ist W(X)/R frei. 0

Definition 1.1.63 Die freie Algebra iber X = {z;|i € I} der Varietit 0
bezeichnen wir mit F(X,0).

Ist W(T) vollstindig entartet, so konnen wir (z1,22) ohne Anderung der
Varietdt zu I' hinzufiigen, also ist C(z,,) = C(z,) Vn,m, vielmehr noch
C(w) = C(w) Yw, w/ und damit |F(X,0)| = |W(X)/R| = 1. Also bezeich-
nen wir mit F'(X, ) die (bis auf Isomorphie) einzige Algebra dieser Variett.

Sei nun A eine Algebra der Varietét 0. Aus der Definition der Relation in
1.1.62 sieht man, daf der Epimorphismus o} aus 1.1.49 mit dieser vertraglich
ist. D.h. wir kénnen oy, auf F(X,0) anwenden, o}, : F(X,0) — F;(A) mit
o, (C(w(zy, ..., 2))) = op(w(zy,...,zE)). Dies ist dann wieder ein Epimor-
phismus, den wir wieder mit o; bezeichnen, und es gilt auch fiir die Menge
der Termfunktionen Ty(A) = op(F (X, )).

Man kann zeigen, dafs es fiir Varietdten U fiir jede Menge von Algebren
auch die freie Vereinigung gibt, siehe [2] Kapitel IV, Korollar 3.4.

Beispiel: Der Satz 1.1.54 ermdglicht wie bereits erwéhnt die Darstellung
von Algebren mit Erzeugenden und Relationen. Der Kern von |.|4 besteht
aus allen Elementen (w(m;),w'(m;)) von W (M) x W (M) fiir die in A gilt
w(m;) = w'(m;), d.h. aus allen Identitéten (vgl. 1.1.5).

Als Beispiel ziehen wir wieder die Gruppen heran.( Im Kern |.| 4 sind inbe-
sondere die Gruppengesetze enthalten.) Betrachte G = ({z,y}; {z®, ¢*, (zy)*}),
d.h. G ist jene Gruppe fiir die neben den Gruppeneigenschaften, d.h. den
Gesetzen der Gruppe, auch die Gleichungen z° = 1,3* = 1 und (xy)® = 1 fiir
die Erzeugenden x und y gelten. (Fiir Gruppen kénnen Gleichungen immer
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auf die Form w = 1 umgeformt werden.) Geht man von abelschen oder einer
anderen Varietdt von Gruppen aus, so setzt man zusétzlich noch diese Geset-
ze voraus. Es sei I'(®tp) die Menge der Gesetze der Varietdt der Gruppen,
dann ist

G =W({z,y})/ (@) U {(+"1), (1), ((zy)*, 1) })

Das ist aber nach 1.1.34 und den darauf folgenden Anmerkungen

G =F{a,y})/ {(=%1), (4%1), ((29)*, 1) })

Diese Darstellung ist nicht eindeutig, denn die obige Gruppe wird z.B.
auch durch G = ({a,b,c}; {a® b3 c3 abc}) reprisentiert. Wieder stellt sich
hier ein Wortproblem ! Repésentieren zwei Darstellungen die selbe Gruppe,
allgemeiner Algebra? Oder elementarer noch die Frage, wann stehen zwei
Wérter aus W (M) in Relation zueinande, sind also in der Quotientenalgebra
gleich?

Fiir Gruppen kann man zeigen, daf dieses Problem insofern unentscheid-
bar ist, dafs es keinen allgemeinen Algorithmus gibt, der nach endlich vielen
Schritten zu einer Entscheidung fiihrt. Dennoch bewihrt sich diese Darstel-
lungsweise in vielen Féllen.

1.2 Polynome

Wir kommen nun zu den Hauptobjekten dieser Arbeit: den Polynomen. Die
Polynome iiber einer Algebra A einer Varietdt U sollen insbesondere auch
eine Algebra aus U bilden, d.h. die Gesetze der Varietédt erfiillen. Die Alge-
bra A soll Teilalgebra dieser Polynomalgebra sein. Dies erfiillt die folgende
Konstruktion:

Sei A eine Algebra aus der Varietit U mit den Gesetzen I'. Sei X =
{xi},c; eine Menge von Unbestimmten, also disjunkt zu A. Wir bilden nun
die Wortalgebra W (A U X) und definieren darauf eine dhnliche Kongruenz
wie in 1.1.62. Sei also P C W(A U X) x W(A U X) bestehend aus den

folgenden Elementen:

1. (w,w) wo w € W(AU X) (Die diagonalen Elemente sind enthalten).

2. (wl(ula"'7uk)7w2(u17"'7uk‘)) WO (wl(yla"'7yk)7w2(y1a"'7yk)) el
und u; € W(AUX)

3. (a,w(al,...,am(w))) und (w(al,...,aAT(w)),a) fir Ar(w) > 0,a € A,
a; € Amit w(ay, ..., a4 w) =a
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4. (a,w) und (w,a) fiir Ar(w) =0,a € Amit w=a

Wir definieren eine Relation R nun wieder durch eine Kette: w ~p /' <=
3 endliche Kette von w nach w’ in P. Man kann wie in 1.1.62 zeigen, daf
das wiederum eine Kongruenz ist.

Also kénnen wir A [X, U] := W(AUX)/R bilden. Angenommen: a ~g @/,
dann sehen wir aus der Definition von P, dak eine Kette von a nach @’ in eine
Kette von Gleichungen iibergeht, also a = a’. Also kénnen wir A in A [X, ]
einbetten mittels a — a.

Wann sind jedoch Elemente aus AU X kongruent? Angenommen: xz; ~p
x; und sei 7 # j, dann existiert also eine Kette von z; nach z;:

L, W1, W,y v v oy Wy, Ty

Setzen wir in dieser Kette statt z; a und fiir z; @', sowie fiir etwaige sonstig
vorkommende weitere Unbestimmte beliebige Elemente aus A, so erhalten
wir eine Kette von a nach o, also wieder a = a’. Also gilt |A| = 1. Die selbe
Argumentation zeigt, dak aus a ~g x; folgt, dak |A| = 1.

Sei nun B eine Algebra derselben Varietét, die die einelementige Algebra
A = {a} als echte Unteralgebra hat. Es gibt also ein b € B,b # a. In der
obigen Kette ersetzen wir nun wiederum z; durch a, z; durch b sowie andere
Unbestimmte durch beliebige Elemente aus B. Also gilt entgegengesetzt der
Annahme b = a. Also gibt es so ein B nicht. In jedes B mit einer einele-
mentigen Teilalgebra konnen wir aber dieses A einbetten, somit kann kein
B € 0 mit |B| > 1 eine einelementige Unteralgebra besitzen, also ist U halb
entartet.

Ist also |A| # 1 oder U nicht halb entartet, so ist X — A [X, U] injektiv.
Wir identifizieren a mit C'(a) und x; mit C(z;). Da W (AU X) von A und X
erzeugt wird, gilt das auch fiir A [X, .

A[X,9] ist in U, denn angenommen (wq (Y1, ..., Yx), W2 (Y1, .., yx)) €T,
dann ist wy (v, ..., v%) ~g wa(vy,...,v) Vv, € W(AUX). Also gilt

¢ (wl(vla s 7Uk) =C (w2(vl7 B 7U/€))
Da R aber eine Kongruenz ist, gilt:
wy (Clvr), ..., Cvg)) = w2 (Cv1), ..., Cur))

Definition 1.2.1 Wir nennen A[X,0] die Polynomalgebra diber A in X,
die Elemente daraus Polynome.

Satz 1.2.2 Sei A eine Algebra der Varietit U. Dann liegt die Polynomal-
gebra A[X, D] auch in B und es gilt A < A[X,D]. A[X, Y] =(AUX).
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Ist |A| = 1 und ist B halb entartet, so ist |[A[X,D]| = 1, d.h. alle
Elemente fallen zusammen. In jedem anderen Fall sind alle Elemente aus
AU X unterschiedlich.

Die Elemente aus A [X,], die Polynome, sind Klassen von &dquivalenten
Wértern (und nicht etwa Funktionen).

Beispiel: Betrachten wir einen kommutativen Ring R mit Eins, d.h. ei-
ne Algebra vom Typ (2,1,0,2,0). Was ist in diesem Fall R[z]?

Die Worter w in A U {x} mit gegebenen r(w) sind endliche Produkte,
endliche Summen bzw. endliche Subtraktionen von Wortern mit kleineren
Réangen.

Sei R die Kongruenz aus obigem Beweis, dann gilt fiir jedes Produkt der
Form

xl1+---+ln l

agmllal gz a, ~p (ag«...ap) ~R AT

Fiir die Summe solcher Worter gilt, wenn der Exponent der Unbestimm-
ten gleich ist:
ar' + ba' ~p (a +b)x' ~pg ca'

Durch Induktion nach dem Rang eines Wortes kann man somit zeigen,
dak die Polynome iiber einem kommutativen Ring mit Eins die Form

p=ag+ar-r+as-2°.. a1 2" +a,- "

haben.

Das entspricht dem Polynombegriff, den man aus der Analysis und klas-
sischen Algebra kennt. Das grofste n, fiir das a, # 0 nennt man den Grad
des Polynoms fiir p # 0.

Mit dhnlichen Uberlegungen (siehe 3.1.1 ) kann man sich klar machen,
daf Polynome iiber Gruppen G die Form

5

p=ag-z'-ar... ap_12"an,a; € Gl €INVi=1,...,n

n

haben. Wir nennen die Summe aller [; die Linge des Polynoms, I(p) = > I,

i=1
siehe 3.2.2

Lemma 1.2.3 FEs sei A eine Algebra der Varietat 0. Ist A’ < A, so ist
A'[X, 0] < A[X, 7]

29



Beweis: Da A’ C Aist W(A'UX) C W(AUX). Fiir die (oben definierten)
Relationen R’ und R mit A'[X,U] = W(A'U X)/R und A[X, U] = W(AU
X)/Rgilt R =RN (WA UX)x W(A UX)). Daher ist aber

AX, B =WAUX)/R=WA'UX)/RCW(AUX)/R=A[X,T] O

Proposition 1.2.4 FEs sei A eine Algebra der Varietdt U, X eine Menge von
Unbestimmten. Die Polynomalgebra tiber A in X ist die freie Vereinigung von
A mit F(X,D).

A[X, 0] =AU, F(X,)

Beweis: ¢ : A — A[X, ], p1(a) = aist nach (1.2.2) ein Monomorphismus.
Die Abbildung f : X — A[X,2] mit x; — x; kann zu einem Homomorphis-
mus o : F(X,0) — A[X, D] erweitert werden, da F(X,0) frei iiber X ist.
(Ist U entartet, so gilt das auch noch, denn ¢, ist dann die einzige Abbil-
dung, die es von der einelementigen Algebra F'(X,9) in die einelementige
Algebra A [X, Q] gibt!)

Seien nun also ©; : A — B und 9 : F(X,0) — B Homomorphismen,
wobei B € *U, dann definieren wir:

p (C (wlai; 7)) = C (w (¥ (ai); Pa(;)))

Tatséchlich sieht man, daft die Definition ja so sein mufs, um unsere Bedin-
gungen aus 1.1.39 zu erfiillen. Da A [X, U] = (AU X), ist p auf ganz A [X, Y|
definiert. Zu zeigen bleibt, dal p wohldefiniert ist.

Sei also C'(wy(a;;xj)) = C(un(a;x;)) in A[X, Y], also wi(a;x;) ~r
wo(a;; x;). Es gibt dann eine Kette von wy(a;; ;) nach wy(a;; ;). Ersetzen
wir darin die a; durch ;(a;) sowie die z; durch ¢»(x;) so erhalten wir eine
Kette von p(w;) nach p(ws), da B € U, somit Punkt (2) in der Definition
von P erfiillt bleibt, und ; ein Homomorphismus ist und somit Punkt (3)
weiterhin gilt. O

Wir wissen bereits, dak A — A[X, 2] ein Monomorphismus ist. Weiters
ist A[X, Y] = (AU X), damit ist A[X,] genau dann direktes Produkt,
wenn o injektiv ist. Das ist nicht immer der Fall, denn angenommen ‘U ist
eine halb entartete, nicht vollstindig entartete Varietit, z.B. jene der Rin-
ge mit Einheit, dann ist |F'(X,0)| > 1, aber wenn |A| = 1 ist nach oben
|A[X, Q]| = 1.

Was ist, wenn verschiedene Gesetzesmengen die selbe Varietidt bestim-
men. Wie héngt die Polynomalgebra davon ab? Es gilt:
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Proposition 1.2.5 Die Polynomalgebra A[X,0] ist unabhdngig von der
Menge T, die B(T") bestimmi.

Beweis: [18] Kapitel 1, Korollar 4.32
D.h. ist B(I') = V(") so ist A[X, D) = A[X,T(I)] .

A [X, ] ist eine Erweiterung von A, die beziiglich anderen Erweiterungen
eine interessante Eigenschaft hat:

Proposition 1.2.6 Es sei A eine Algebra der Varietit 0. Sei A(U) eine
Erweiterung von A und X = {x, |u € U} mit x, # x,, wenn v # v. Dann
gibt es einen Epimorphismus p : A[X, U] — A(U) mit p(a) = a und p(z,) =
u.

Beweis: [18] Kapitel 1, Lemma 4.43.

Lemma 1.2.7 Es sei A eine Algebra der Varietit 0. Sei R jene Kongru-
enz, sodafl A[X, 0] =W (AU X)/R und bezeichne C(.) die Konrquenzklasse
beziiglich R. Seien w(a;;x;) und w'(a;;x;) Worter in A und X. Dann gilt:

Clw(a; x;)) = C(w'(a;;x;)) <= VB = A:Vb; € B : w(a;; bj) = w'(a;b;)
Beweis: [1] Satz 1.82

Satz 1.2.8 Sei A € U und v € Hom(A, B). Dann gibt es eine eindeutige
Erweiterung von ¥ zu einem Homomorphismus p : A[X, Q8] — B[X,2] mit
p(x;) = x;. Ist O ein Epimorphismus resp. ein Isomorphismus, so ist das
auch p.

Beweis: B < B[X,9], B[X,Y] € U, daher ist ¢ : A — B[X, Y] mit
Yy = 1o (¢ die Einbettung) ein Homomorphismus. Sei 1y die eindeutige
Erweiterung der Abbildung z; — x; von X nach B[X,%] zu einem Homo-
morphismus F'(X,U) nach B[X,YU]. Da A[X, Y] = AU, F(X,2) gibt es
einen Homomorphismus p : A(X,U) — B(X,), sodak 1; = p o ¢;, also
ist p(a) = ¥(a) und p(z;) = z;. Da A[X,U] = (AU X) ist p nach 1.1.56
eindeutig.

Ist ¥ surjektiv, so ist das p auch, da B[X,¥] = (BU X) und B und X
im Bild von p liegen.

Ist 9 ein Isomorphismus, so ist ¥~ ein Epimorphismus, also gibt es einen
Epimorphismus o : B(X,0) — A(X,%). Also sind po o und o o p wegen
der Eindeutigkeit die Identitdtsabbildungen, also ist p bijektiv. O
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Definition 1.2.9 Den eindeutigen Homomorphismus p aus Satz 1.2.8 be-
zeichnen wir mit V[ X], die kanonische Erweiterung.

Fiir Monomorphismen ist die kanonische Erweiterung i.A. nicht mehr in-
jektiv. So kann z.B. in der Varietét der nilpotenten Gruppen der Klasse < 2
(siehe 3.5.2 und A.8.4) ein Gegenbeispiel konstruiert werden, siehe [18] §4,
Remarks and comments zu Kapitell.

Aber in der Varietit der Gruppen (ebenso wie in jener der kommutativen
Ringen mit Eins) gilt, daf die kanonische Erweiterung eines Monomorphis-
mus injektiv ist, siehe 3.1.12.

Eine weitere interessante Eigenschaft ist, dafs man die Polynomalgebra
auch ,stufenweise* bilden kann, was bei manchen Beweisen Induktion zulaft:

Proposition 1.2.10 FEs seien X1, Xo, ..., X, paarweise disjunkte Mengen

von Unbestimmten und sei X = |J X;. Dann gibt es einen Isomorphismus

i=1
Y AX, D) — (. ((A(X, D)) (X2,D)) .. ) (X0, D), der jedes Element aus
AUX auf sich selbst abbildet.

Beweis: [18] Kapitel 1, Korollar 4.61

Sei nun X = {zi,...,x;} eine Menge von Unbestimmten und sei p €
A[X,%]. Sei B eine Y-Erweiterung von A und (by,...,b;) € B*. Sei ¢ :
A — B mit ¢1(a) = a und ¢y : F(X,U) — B, die kanonische Erweiterung
von x; — b;. Dann kénnen wir nun jedem p fiir dieses feste b = (b1, ..., bx) ein
p(b) € B zuordnen. Ist p = w(a;;x;) eine Représentation von p, dann sieht
man leicht, daf p(b) = w(a;; b;). Durch die Definition und die Eigenschaft der
freien Vereinigung ist das wohldefiniert. Betrachten wir nun b als variabel,
so konnen wir jedem p € A[X,] ein ox(p) € Fy(B) zuordnen. Man kann
zeigen:

Proposition 1.2.11 ( Substitutionsprinzip ) Die Abbildung
p = p(b) mit w(a;; z;) — w(a; by)
ist wohldefiniert. Die Abbildung oy : A[X, 0| — F(B) mit
(ok(p)) (b) = p(b)

st ein Homomorphismus.

Beweis: [18] Kapitel 1, Proposition 6.41.
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1.2.1 Das Wortproblem

Welche Worter induzieren nun die selben Polynome? Wann sind zwei Poly-
nome gleich? Wir haben die Polynomalgebra als Quotient der Wortalgebra
W(AU X) gebildet, sodak es im allgemeinen fiir ein Polynom verschiedene
Worter gibt, die dieses Polynom représentieren. So sind zum Beispiel z-(z-x)
und (z-x)-x verschiedene Reprisentanten des Polynom x?, wenn wir etwa die
Varietdat der Gruppen betrachten. Dieses Problem werden wir im néchsten
Abschnitt 1.2.2 genauer betrachten. Man koénnte es als ,erstes Wortproblem*
bezeichnen.

Wir kénnen uns aber auch einem anderen Problem stellen: Wir haben in
1.2.11 gesehen, daf ein Polynom eine eindeutig bestimmte Funktion festlegt.
Wann sind zwei solche Funktionen gleich? Wann repésentieren zwei Worter
die selbe Funktion? Klarerweise gilt daf zwei Worter, die das selbe Polynom
repréisentieren, auch dieselbe Funktion induzieren. So gelangen wir zum zwei-
ten Wortproblem: Wann reprisentieren zwei Polynome dieselbe Funktion?
D.h. wann sind zwei Polynome im Kern ker(oy), wobei oy : A[X, 0] — Fi(A)
die Abbildung aus 1.2.11 ist? Die Untersuchung dieser Abbildung wird ein
zentraler Punkt dieser Arbeit bleiben.

Beispiel: Betrachten wir den Ring Zs, dort induzieren u.a. folgenden Wort-
paare die selben Funktionen:

1. (x4 1) 2, und 23 + 2,

2. x1-x9 und zox1

3.1-214+2-2;1und 0

4. z-(x+1)-(x+2) und 0

Wir sehen verschiedene Arten von Gleichheiten,

1. erklart sich aus den Gesetzen der Varietdt der Ringe mit Eins. Die
beiden Worter sind Elemente aus W(X) und sind bereits in F(X)
gleich.

2. entspricht einer Gleichung. Diese Gleichung (Kommutitivitit) gilt na-
tiirlich nicht in allen Algebren dieser Varietit (Ringe). Man kann je-
doch die Klasse aller Algebren dieser Varietit betrachten, in der diese
Gleichung Gesetz ist und erhélt eine Varietit. Im diesem Falle die
Klasse der kommutativen Ringe mit Eins.
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3. ist eine Identitdt, die auch in jedem Ring gilt, der diesen Ring als
Unterring enthélt. In diesem Fall reprasentieren die beiden Worter
dasselbe Polynom, denn im Polynomring gilt 1-21+2-27 = (14+2)-21 =
0.

4. ist eine sehr spezifische Identitit, die stark von der inneren Struktur
des zugrundeliegenden Rings abhingt! Dieses Problem tritt z.B. im
Abschnitt iiber Vollstandigkeiten auf (1.4.4). Im Kapitel iiber Grup-
pen werden wir uns die Frage stellen, wie sich spezielle Eigenschaften
der Gruppe G auf die Polynome oder die von Polynomen induzierte
Funktionen auswirken.

1.2.2 Normalformen

Wie kénnen wir das ,erste Wortproblem* 16sen? Was wiirden wir als ,,gute®
Losung ansehen?

Die Menge der Polynome A[X, 0] wird aus der Menge der Worter W (AU
X) durch eine Kongruenz gefunden. Finden wir also eine (beziiglich dieser
Kongruenz) représentative Menge (siehe Definition 1.1.20, wissen wir mehr
iiber die Polynome.

Wir wollen noch mehr fordern, fiir die gesuchte Menge soll es noch einen
endlichen Algorithmus geben, um von einer gegebenen Reprisentation auf
diese ausgezeichnete zu kommen. Dann kann man bei zwei gegebenen Wor-
tern den Algorithmus anwenden, kommt man auf dasselbe Ergebnis, so re-
prasentieren sie daselbe Polynom, anderenfalls nicht.

Definition 1.2.12 FEine Teilmenge N C W (A U X) heifit Normalform-
system fiir die Polynome A[X, U], wenn es die Polynome vollstindig und
eindeutig beschreibt, d.h. fir die Kongruenz aus 1.2.2 reprisentativ ist, und
man fir jede Reprasentation eines Polynoms in endlichen Schritten eine aus

N finden kann. Wir bezeichnen ein Normalformsystem fir A[X]| symbolisch
mit N(A, X).

Eine alternative Formulierung, die klarerweise dquivalent ist:

Korollar 1.2.13 Eine Teilmenge N C W(AU X) ist genau dann Normal-
formsystem fir A[X, D], wenn

1. Fir jede Reprasentation p = w(a;; x;) eines Elements p € A[X,U] als
Element von W (AU X) kann man in endlichen Schritten ein Element
aus N finden, das p reprisentiert.
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2. Je zwei verschiedene Worter in N reprdsentieren zwei verschiedene Po-
lynome.

Bemerkung: Solch einen Algorithmus von einem Wort auf das dquivalen-
te Normalformwort zu kommen, nennt man auch ,,Umschreibalgorithmus®.
Bei diesem Algorithmus ist (wie bei jedem Algorithmus) wichtig, daf er ter-
miniert, i.e. dafk er abbricht. Es muf also eine Beurteilung geben, ob ein
aquivalentes Wort ,einfacher” ist oder nicht, d.h. ,ndher” bei unserem Nor-
malformsystem ist. Das kann man zum Beispiel erreichen, indem man jedem
Wort einen geeigneten Zahlenwert zuordnet, sodal den Wortern des Normal-
formsystems minimale Zahlen zugeordnet sind.

Eine Methode fiir ein Umschreibsystem fiir Gruppen liefert die sogenann-
te Knuth-Bendix Methode. (siehe z.B. [1]).

Beispiel:

e Wie schon angemerkt, kann gezeigt werden, dafs in Ringen mit Eins,
Q={+,-,0,-,1}, Polynome in X = {z} durch ein Wort der Form

ap+ay-x+as- x>+ ...+ a,z" oder 0

dargestellt werden kénnen. Diese Darstellung ist eindeutig, wenn man
fordert, daf a, # 0 ist (und klarerweise n > 0 und a@; im Ring).
Man kann einen Algorithmus angeben (siehe [18] Kapitel 1, Satz 8.11),
in endlichen Schritten aus irgendeiner Darstellung eines Polynoms als
Wort auf so eine Darstellung zu kommen. Also liegt ein Normalform-
system vor.

e Uber Gruppen, Q = {-, 7! 1}, kann jedes Polynom in X = {z} in der

Form

n2 T

ag ™ ra;-x™ag. .. Ar_1 - T - a,

dargestellt werden. Auch hier kann man zeigen (siehe 3.1.4), daf ein
Normalformsystem vorliegt, wenn man fordert a; # 1 firt =1,2,...,r—
1 (und natiirlich »r € N, n; € Z,n; # 0 und a4 € G fiir t =0, 1, ..., 7).

Ein angenehme Eigenschaft der Normalformsysteme ist die folgende:

Korollar 1.2.14 Seien A,B Algebren der Varietit 0. Sei N(A, X) C W(AU
X) Normalformsystem fiir A{X,0]. GiltV ne Mon(A, B), daff mit w(a;; ;)
auch w(n(a;); x;) Element aus N(A, X) sind, so ist der kanonische Homo-
morphismus n[X| ein Monomorphismus.
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Beweis:  Durch die Voraussetzungen folgt aus n[X]p = n[X]q fir p =
w(a; ;) und ¢ = w(b;; x;), dab w(n(a;); z;) = w(n(b;); z;). Das sind jedoch
Elemente des Normalformsystems, stellen also nicht nur dasselbe Polynom
dar, sondern sind auch als Worter gleich. Somit ist n(a;) = n(b;), also a; = b;
O

Dieses Korollar kann leicht selbstindig formuliert und gezeigt werden. Es
kann aber auch als Folgerung einer anderen Aussage gesehen werden. Dazu
benotigen wir zuerst die folgende Eigenschaft.

Lemma 1.2.15 FEs sei B eine Algebra der Varietdt U, fir jedes A < B
sei Ly : A — B die Einbettung. Die Abbildung 14| X]| ist Fir jedes A < B
genau dann eine Einbettung, wenn fir jeden Monomorphismus 9 : C — B
die Abbildung 9[X] ein Monomorphismus ist fir alle C' Algebra aus ‘B.

Beweis: < ist klar

— Es sei ¥ : C — B ein Monomorphismus, also ist ¥ : C' — ¥(C') ein
Isomorphismus. Somit ist ¥[X, ¥(C)] : C[X, W] — ¥(C)[X] auch ein Isomor-
phismus. Da ¢(C) < B ist, ist nach Voraussetzung tyc)|[X] : ¥(C) — B[X]
ein Monomorphismus, also ist 9[X, B] = ty9(¢)[X] o ¥[X,9(c)] ein Monomor-
phismus. O

Definition 1.2.16 FEine Varietdt *U hat mit Unteralgebren kompatible
Normalformsysteme, wenn es VA € U ein Normalformsystem N(A, X)
fir AX, 0] gibt, sodaf$ fiir alle B mit A < B gilt N(A,X) C N(B, X).

Die Eigenschaft, dak es einen fiir das Normalformsystem terminierenden
Algorithmus gibt, ist fiir diese Eigenschaft, insbesondere fiir den néchsten
Satz nicht wichtig.

Proposition 1.2.17 Hat die Varietdt U ein Normalformsystem, das kompa-
tibel mit Unteralgebren ist, so ist VA < B € B mit A <X B [X]: A[X, D] —
B[X, ] injektiv.

Beweis: Das folgt direkt aus der Definition und 1.2.14 O
Mit dem vorherigen Lemma folgt also, dafs in Varietdten U, die mit Unter-
algebren kompatible Normalformsysteme haben, fiir jeden Monomorphismus

v : A — B fiir A, B € U folgt, daf J[X]| ein Monomorphismus ist.

Nicht nur die Varietdt der Gruppen und der abelschen Gruppen (siehe
Kapitel3.1.1), sowie die Halbgruppen, Halbgruppen mit Eins, kommutative
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Halbgruppen, kommutative Halbgruppen mit Eins (sieche Kapitel 3.4.1) ha-
ben diese Eigenschaft, auch fiir die kommutativen Ringe, die kommutativen
Ringe mit Eins, die Verbédnde, die distributiven Verbédnde, die distributiven
Verbiande mit 0 und 1 sowie die Boolschen Algebren kann man solche Nor-
malformsysteme finden.

Bemerkung: Ein weitere Eigenschaft einer Varietit ist die sogenannte Amal-
gamierungs Figenschaft, die auch eine hinreichende Bedingung fiir die In-
jektivitdt von ¢[X] liefert (siehe [7] Satz 1). FEine Varietit besitzt diese
Eigenschaft, wenn es fiir alle Erweiterungen B, C' einer beliebigen Algebra
A € U eine Erweiterung D gibt, sodaf es Isomorphismen ¢, : B — D und
1y : C'— D gibt, die beide A fest lassen, 1;(a) = a.

1.3 Funktionen und Polynomfunktionen

In diesem Abschnitt sei A immer als Q2-Algebra der Varietit 20 angenommen.
Auf der Menge der k-wertigen Funktionen von A, Fy(A), definieren wir

fir f; € Fx(A) die Operationen w;:

Fir Ar(w;) >0 :

(wfk(A) (fth, . war(wi))) (al,(lg, A ,ak) =
sz (fl (a17a27' e 7ak)7f2 (0,1,612,. e 7ak) ) 7fAr(wi) (a17a27 SR 7ak))

Fiir Ar(w;) =0:
Fi(A)

w; (ay,a9,...,a;) == w

Definition 1.3.1 Mit F},(A) bezeichnen wir die volle k-stellige Funktio-
nenalgebra, die Algebra alle k-stelligen Funktionen von A. Fp(A) = {f :
AP — A},

Wir sehen, dak Fip(A) ~ [] A, also folgt aus 1.1.61, dak Fj(A) € U ist.
veAk

Also gilt:

Lemma 1.3.2 Sei A eine Q-Algebra aus der Varietat B. Dann ist Fi,(A)
eine Q-Algebra aus ‘.

Wir kénnen A in Fi(A) einbetten mittels a — a. Diese Zuordnung ist
klarerweise injektiv und nach Definition der Operationen klarerweise ein Ho-
momorphismus, d.h. tatsichlich eine Einbettung.
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Definition 1.3.3 Die Bilder der Einbettung von A in Fy,(A) nennen wir die
konstanten Funktionen.

Weitere ausgezeichnete Funktionen sind die Projektionen (nach 1.1.17):
& AP — A mit &(ar, ..., ar) = a

Betrachten wir nun die durch diese beiden Arten von speziellen Funktio-
nen bestimmte Untermenge von Fj(A).

Definition 1.3.4 Wir bezeichnen mit Py(A) = (AU{&, 1 =1,....k})p a
die Menge der Polynomfunktionen .

Da P(A) = Fi(A) gilt klarerweise:
Lemma 1.3.5 P;(A) ist eine Algebra aus . A <X Py(A).
Betrachten wir die Termfunktionen, so folgt aus der Definition direkt

Lemma 1.3.6 Fir die MengeTy.(A) der Termfunktionen gilt:
Ti(A) = {& 1 =1,...,k}) g a) = Pi(A)

Die Termfunktionen werden oft auch als ,Gratzerpolynomfunktionen “ be-
zeichnet.

Lemma 1.3.7 A ist endlich <= Py(A) ist endlich.

Beweis: A < P, (A), also ist A endlich, wenn es nur P;(A) ist. Da A endlich
ist, ist auch Fi(A) endlich und somit auch Py(A). O

Sei X = {x1...,xx}. Wir wissen, dal A[X, ] freie Vereinigung von
AU X ist, damit ist mit a — a und z; — & ein Homomorphismus von
A[X, U] nach Py(A) definiert. Aus P(A) = (AU{&}) und der Definition
der Operationen auf A [X, U] und P,(A) folgt, dak diese ein Epimorphismus
ist. Dies entspricht genau unserem in 1.2.11 konstruierten Homomorphismus.

Definition 1.3.8 o, : A[X, U] — Py(A) und oy : F(X) — Ti(A) nennen
wir die kanonischen Epimorphismen.

Wir konnen zeigen, daf jede Polynomfunktion fiir alle Kongruenzen kompa-
tibel ist, d.h. wenn fiir eine Kongruenz K € R(A) gilt, dak y; ~x v, fiir alle

i=1,...,k, dann gilt p(y1,...,Yk) ~x P(YL,- -, Yp)-
Satz 1.3.9 Jedes p(z1,xa,...,x;) € Pp(A) ist kompatibel.
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Beweis: Induktion nach dem Rang n von p als Wort in W (AU{y, &, ..., &k }).
n = 0: Sei ¢(x1, s, ..., x) = aeine konstante Funktion. ¢(a;) = ¢(b;)Va;, b; €
A. Also ist ¢ kompatibel. Die Projektionen &;(x1, xo, ..., x;) = x; sind kom-
patibel, da wenn Vj : a; ~g b; gilt, ist &(ai,aq,...,a5) = a; ~x b =
(b1, bay ..., b).

Angenommen, die Aussage stimmt fiir alle m < n, dann kann p dargestellt
werden als

p(xy,...,xk) :w(wl (1. k) w2 (T1, o Th) 5o War(w) (l‘l,...,l’k))
wobei r(w;) < n. Sei (ai,...,ax) ~k (b1,...,b;). Nach Induktionsvorrau-
setzung gilt w;(ay, ..., ax) ~x wi(by,...,b;). Da K aber eine Kongruenz ist,
folgt
w(wy (a1,...,ax),wa (ar,...,a%) ..., Warw) (@1, ..., a) =

= w(wl (bl, . ,bk) , Wo (bl,. . .,bk),. .. ,wAr(w) (bl, c. ,bk))
O
Wir kénnen auch zeigen, dafs die kompatiblen Funktionen eine €2-Algebra

der Varietat 2 bilden:

Definition 1.3.10 Sei A eine Algebra der Varietdt B, sei M C R(A) eine
Menge von Kongruenzen. Dann bezeichnen wir die Menge aller Funktionen
von A¥ nach A, die beziiglich aller Kongruenzen aus 9 kompatibel sind, mit

Ku(A,9M), d.h.
Ki(A,9M) = {f € F.(A) |f kompatibel bzgl. K VK € M}

Ist M = R(A), so bezeichnen wir Ky(A, M) als Ky(A) die Menge der kom-
patiblen Funktionen .

Kp(A) ={f € Fx(A) |f kompatibel bzgl. K VK € R(A)}
Proposition 1.3.11 VI C R(A) gilt: Ki(A, M) < F(A).

Beweis: Sei w; € Q mit Ar(w;) = 0. Da jede Kongruenz K auch Aqui-
valenzrelation und somit reflexiv ist, gilt w; ~x w;, also ist die Abbildung
(x1,...,2E) — w; kompatibel, und somit w; € Kj(A,9M).

Sei w; € Q mit n = Ar(w;) > 0 und K € 9. Seien a; ~g b; fiir
t=1,...,kund f; kompatibel bzgl. K fiir j =1,...,n , dann gilt

(Wi (f1,- s fo)) (a1, yar) = (Wi (f1 (ag, ..oy ak), ooy fu(ar, ... ax)))
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~K
(wi<f1 (bl7"'7bk>7"'7fn<b17"'7bk>>>
Das gilt VK € 9, somit ist w; (f1,..., fn) € Ki(A,9N) O

Somit gilt
Py(A) C Ki(A) C Kp(A, M) C Fr(A)

Hier driangt sich die Frage auf, ob das echte Inklusionen sind? Wann sind
diese Menge gleich? Diesen Fragen stellen wir uns im nédchsten Kapitel.

1.4 Polynomvollstindigkeit

Wie ist die Beziehung der Polynomfunktionenalgebra zu der vollen Funkti-
onsalgebra? Konnen diese beiden Algebren zusammenfallen? Gibt es Funk-
tionen, die keine Polynomfunktionen sind?

Definition 1.4.1 FEine Algebra A heifit k-polynomvollstindig , wenn gilt:
Fy(A) = Py(A).

D.h. jede k-stellige Funktion ist bereits eine Polynomfunktion.

Beispiel: Betrachte die Gruppe [Zs; +, —,0]. Dann ist

0—20 0—1 0—1 0—20
re =720 ) () (120) (V2=
={r—0,z— lz—a+1lao—z}=P(Z)

Also ist Zy 1-polynomvollstindig.

Bemerkung: Eine Algebra A mit |A| = 1, A = {a} ist klarerweise n-
polynomvollstindig (V n € N), da Fi(A) = {a}.

Proposition 1.4.2 Ist A k-polynomuollstindig, so ist A auch n-polynomuollstindig
fir alle n < k.

Beweis: [18] Kapitel 1, Proposition 11.11

Proposition 1.4.3 Ist A 2-polynomuollstindig, dann ist A n-polynomuvollstindig
Vn € N.

Beweis: [18] Kapitel 1, Satz 11.2
Also gibt es fiir eine Algebra A nur die folgende Félle:
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Definition 1.4.4 1. A ist n-polynomuvollstindig Yn € N. Dann nennen
wir A polynomvollstindig.

2. A st 1-polynomwollstindig, aber nicht n-polynomuvollstindig fir n > 1.
Dann nennen wir A halb polynomvollstindig.

3. A st nicht n-polynomuvollstindig Vn € N. Dann nennen wir A poly-
nomunvollstindig.

Proposition 1.4.5 Ist A n-polynomuollstindig, so ist A einfach.

Beweis: Indirekt angenommen, A ist nicht einfach. Dann gibt es eine nicht
triviale Kongruenz K. Also gibt es eine Kongruenzklasse C4, sodaf |C;| > 1
und 4Cy # C4. Sei a,b € Cy,a # b,c € Cy. Definiere die Funktion ) :

¢($1,.,,7xk) :{ (al""’a’k’) (mla---axk):(al,...7ak)

(c1,...,¢c,) sonst

Damit ist aber ¢(a, ...,a) %k ¥(b,...,b), aber nach (1.3.9) mub Vp € P(A)
gelten: p(a,...,a) ~g p(b,...,b). Also ist ¥ & Py(A). O

Mit  : A — B haben wir n* : A¥ — B¥ definiert mit 7* (a1,...,a;) =
(n(a1), ... nlax)).

Proposition 1.4.6 Jede n-polynomuollstindige Algebra mit endlich oder ab-
zahlbar vielen Operationen (|| < Vq) ist endlich.

Beweis: [18| Kapitel 1, Proposition 11.31

Bemerkung: Unteralgebren von k-polynomvollstindigen Algebren sind im
allgemeinen nicht k-polynomvollstindig sein. So sind die alternierenden
Gruppen Ay fiir £ > 5 k-polynomvollstindig, diese haben aber nicht tri-
viale Untergruppen, die fiir kein £ € N k-polynomvollstindig sind, wie z.B.
die A3, wie wir in 3.1.4 sehen werden.

Ist A nicht n-polynomvollstéindig, wiirde man gerne beurteilen, wie weit
A von der Vollstindigkeit abweicht. Man definiert eine Mafszahl fiir diese
Abweichung, indem man die Kardinalitit der kleinsten Menge heranzieht,
die mit den Polynomfunktionen die vollen Funktionen erzeugen.

Definition 1.4.7 Unter dem k-Polynomuollstindigkeitsdefekt von A, sym-
bolisch k-def(A), verstehen wir die kleinste Kardinalzahl einer Menge D C
Fi(A) fir die gilt (P,(A) U D) = Fi,(A).
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Klarerweise ist A dann und nur dann k-polynomvollstindig, wenn der k-
Defekt 0 ist.

Der Zusammenhang der Kongruenzen zur Polynomvollstandigkeit dufsert sich
nicht nur darin, daf k-polynomvollstindige Algebren einfach sind, die Gréfse
der Kongruenzklassen haben einen Einfluf auf den k-Defekt:

Proposition 1.4.8 Sei [A; Q] endlich, sei K # Ax A € R(A) eine Kongru-
enz auf A, sei mg = maj({|0(a)|} das Mazimum der Anzahl der Elemente
ac

in den Kongruenzklassen. Dann gilt
k= def(A) > min {|4/K|" > m} }
1€
Beweis: [32] Satz

Will man also den k-Defekt mdoglichst gut abschétzen, sollte man nach
Kongruenzen suchen, wo es wenige, aber grofte Klassen gibt.

Da man festgestellt hat, daf nur ,wenige* Algebren polynomvollstéindig
sind (siehe fiir Gruppen 3.1.4 ), haben sich einerseits der Begriff des Vollstén-
digkeitsdefekts andererseits einige andere Vollstandigkeitsbegriffe entwickelt.
Fiir eine genauere Einfiihrung und Abhandlung dieser Begriffe, sei auf Kai-
ser [9] verwiesen. Hier wollen wir nur die grundlegenden Definitionen und
Eigenschaften angeben.

Gewisse ,innere” Hindernisse fiir die Polynomvollstindigkeit sind die Un-
endlichkeit der Tragermenge A der Algebra [A; Q](fiir abzidhlbares ), sowie
die Existenz von nichttrivialen Kongruenzen. Diese versucht man mit den
beiden folgenden Vollstéandigkeitsbegriffen zu umgehen.

Definition 1.4.9 LP,(A) = {g € Fr(A)|VB C A, B endlich 3p € Px(A) :
pler = glgr} die Menge der lokalen 1-Polynomfunktionen.

Das sind also die Funktionen, die auf jeder endlichen Teilmenge mit ei-
ner Polynomfunktion iibereinstimmen. Klarerweise gilt P,(A) C LP(A) C
Fi(A). Falls A endlich ist, fallen P;(A) und LP;(A) klarerweise zusammen.
LPy(A) = Fi(A), die lokalen Polynomfunktionen bilden also wieder eine
Unteralgebra der vollen Funktionen.

Definition 1.4.10 A heifst lokal l-polynomvollstindig , wenn LP.(A) =
Fr(A).
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Es 14kt sich wieder zeigen, daf es nur drei Moglichkeiten der lokalen Poly-
nomvollstindigkeit gibt, die selben wie fiir die Polynomvollstédndigkeit. Eine
Algebra kann somit lokal polynomvollstindig, lokal halb polynomvollstindig
oder lokal polynomunvollstindig sein.

Da Py(A) C LPy(A) C Fi(A) gilt, ist die lokale Polynomvollstandigkeit
eine Verallgemeinerung der Polynomvollstédndigkeit. Diese Inklusion ist echt,
da z.B. in der Varietdt der Ringe mit Einselement gezeigt werden kann, daf
genau die endlichen Koérper polynomvollstiandig sind, aber alle Kérper lokal
polynom vollstidndig sind. Die letzte Tatsache kann gezeigt werden, da es
fiir jede Funktion f in einem Korper fiir endlich viele ,Stiitzstellen* immer
ein Polynom gibt, das dort mit der Funktion iiberein stimmt (Lagrange-
polynom).

Es 1dft sich auch hier wieder zeigen, dafs lokalpolynomvollstindige Alge-
bren einfach sind.

Ein weiterer Vollstindigkeitsbegriff tritt auf, wenn man die kompatiblen
Funktionen betrachtet:

Definition 1.4.11 A heifit I-kkongruenzpolynomvollstindig , wenn gilt:
Ki(A) = F(A). A heifit kongruenzpolynomvollstindig , wenn V k € N

Aus der Kongruenzpolynomvollstiandigkeit fiir m folgt wieder jene fiir
[ <m.

Nach 1.3.9 gilt P,(A) € Ki(A), somit sind polynomvollstindige Alge-
bren kongruenzpolynomvollstindig. Und auch diese Inklusion ist echt (siehe
3.1.4). Lokal polynomvollstéindige Algebren sind auch kongruenzpolynom-
vollsténdig.

Fiir einfache Algebren fillt dieser Begriff natiirlich mit der Polynomvoll-
standigkeit zusammen.

Man kann sich auch fragen, welche Funktionen zumindest auf n Stellen
mit einem Polynom iibereinstimmen.

Definition 1.4.12 L,Py(A) = {g € Fx(A) : VB C A mit |B| =n Jp €
Pi(A) < plpe = glpe}

Klarerweise gilt
P(A) CLP(A) C ... C LiFPy(A)... C LyP(A) C Ki(A) C Fr(A)

Hier kann man sich natiirlich nach Gleichheiten in dieser Kette fragen, einige
davon haben wir bereits kennen gelernt. Die Polynomuvollstindigkeit und die
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lokale Polynomuollstindigkeit kennen wir bereits. Weiter koénnen wir noch
definieren

Definition 1.4.13 Fine Algebra A € U heifst k-affin vollstdndig, wenn
Ki(A) = Pi(A). Sie heifit k lokal vollstdndig, wenn Kj(A) = LP,(A).

Ein anderer Weg den Vollstédndigkeitsbegriff zu erweitern ist, die Polynome
auf einer Oberalgebra zu betrachten.

Definition 1.4.14 Sei [A; Q] eine Algebra. Ey(A) sei die Menge aller Funk-
tionen f aus Fy(A), fir die es eine Erweiterung B = A und eine Polynom-
funktion g € Py(B) gibt, sodaf gilt: glax = f.

Klarerweise gilt: P,(A) C E,(A), da die Erweiterung dann A selbst ist.

Definition 1.4.15 Die Algebra A heifit k-erweiterungspolynomvollstén-
dig, wenn Ey(A) = Fy(A). Sie heifit erweiterungspolynomvollstindig ,
wenn Fi(A) = Fp(A)V ke N.

Dieser Vollstandigkeitsbegriff iibertriigt sich (als einziger) auf Unteralgebren.
Erweiterungspolynomvollstindige Algebren miissen jedoch nicht notwendi-
gerweise einfach sein.

Jede l-polynomvollsténdige Algebra ist trivialerweise l-erweiterungspoly-
nomvollstindig.

Neben zahlreichen anderen Verallgemeinerungen der Polynomvollstdndig-
keit gibt es auch noch eine Spezialisierungen, die wichtigste betrachtet die
Vollsténdigkeit bzgl. der sogenannten ,Gratzer-polynome®, den Termfunk-

tionen Ti(A) = {w(&)}.

Definition 1.4.16 A heifit k-primal, wenn Tj,(A) = Fy(A). Sie heifst pri-
mal, wenn sie n-primal ist Vn € N,

Das ist eine Spezialisierung, da Tj,(A) C Py(A).

Primale Algebren haben keine nicht trivialen Untergruppen oder Auto-
morphismen. Damit folgt, daf es polynomvollstindige Algebren gibt, die
nicht primal sind. (Siehe 3.1.4)

Fiir alle diese Vollstandigkeitsbegriffe lassen sich analoge Defektbegriffe
definieren.
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Bei der Frage nach der Vollstindigkeit, haben wir Algebren gesucht,
fir die Algebren A oy : A[X, U] — Fi(A) surjektiv sind. (Denn dann ist
or(A[X, D)) = P.(A) = F(A), also ist diese Algebra k-polynomvollstiandig!)
Wann ist diese Abbildung injektiv?

Definition 1.4.17 Fine Algebra [A, Q] heifit k-funktional unterscheidbar, wenn
o A[X, U] — Pp(A) injektiv ist.

D.h. wenn zwei Polynome p,q € A[X, U] die selbe Polynomfunktion indu-
zieren, sind sie bereits gleich.

In diesem Fall ist also das Wortproblem aus 1.2.1 fiir ein bestimmtes k
gelost. Konnen wir also das Wortproblem 16sen, konnen wir auch diese Frage
entscheiden.

Man kann zeigen:

Lemma 1.4.18 Ist A k-funktional unterscheidbar und | < k, dann ist A
I-funktional unterscheidbar.

Da A[{x1,22,...,2},QD] in A[{z1,x9,..., 21}, V] eingebettet werden kann,
ist der Beweis klar.

Beispiel: Betrachten wir [Z,+, —,0] so ist Z k-funktional unterscheidbar
fiir alle k € N. Denn nach 3.1.9 lassen sich fir X = {z;,..., 2} alle Poly-
nome in Z[X] eindeutig als ag +r-m mit m € Z* a € G darstellen. Dasselbe
gilt nach 3.1.16 auch fiir die Polynomfunktionen in Py (Z).

45



Kapitel 2

Kompositionsalgebren

Wenn wir Funktionen bzw. Funktionsalgebren betrachten, dringt sich uns
eine Operation auf, das ,Einsetzen“, die Komposition zweier Funktionen.
Die Komposition zweier einstelliger Funktionen ist recht klar ((f o g) (z) =
f(g(z))), fiir hoher stellige Funktionen werden wir ein Konzept definieren,
das Ahnlichkeiten zu Matrizen aufweist.

2.1 Kompositionsabbildung

Welche Eigenschaften wiirden wir uns von einer Komposition erwarten? Be-
trachten wir die Funktionenkomposition fog von zwei einstellige Funktionen
und ihre Eigenschaften: Es seien A, B,C' und D Mengen, sowie f : C' —
D,g: B — Cund h : A — B Funktionen. Dann hat die Komposition
folgende Eigenschaften:

e Es gilt die Assoziativitit: fo(goh)=(fog)oh
e Es gibt Identitéiten: idpo f = foidec = f

Sind die Mengen nun Algebren mit den Operationen Q = {w; : i € I},
so gilt, wenn wir die Operationen auf den Funktionen punktweise definieren
(siehe 1.3.2):

e Rechts - Distributivitat:
— w; o f = w; fiir Ar(w;) =0 und

—wi(fi,- s fa)og=wi(fiog,..., fnog) fir Ar(w;) =n >0

Diese Eigenschaften wollen wir nun auf den allgemeinen Fall iibertragen:
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Definition 2.1.1 Sei M eine nicht leere Menge, k € N, x eine (k+1)-
wertige Operatio w; Operationen auf M. Seien x;,y, Unbestimmte. (5,1 =
0,1,...k)

X heifit superassoziativ , wenn gilt:

X(X(%;xl,xm ..-,xk),ybym ---,yk) =

=X ($07 X(:El? Y1, Y2, -+ yk)a X(x27 Y1, Y2, -+ yk)» sy X(xlm Y1, Y2, -+ yk))

x heifit rechts-superdistributiv in bezug auf w;, wenn gilt:
X(Wis Y1, 2, -y y) = wi fiirAr(w;) =0

X (wi<l’1, T2, .- xAT(wi))7y17 Y2, 7yk) = W (X(xla Y1, "'7yk)7 X(x%yh ey yk)u
e X(xAr(wi)a Y1, Y2, -, yk)) furAr(wl) >0

FEine Teilmenge {s1, 2, ..., s} € M heifst Selektorsystem fiir x, wenn gilt:
X(Si, Y1, Y2, oo k) =y Vi=1,2,..k

X($1751,$27---73k) =T

Warum verwenden wir hier ein anders Symbol als das fiir die Funktions-
komposition o? Damit wollen wir zwischen beliebigen superassoziativen und
superrechtsdistributiven und jenen Operationen unterscheiden, die wir als
Komposition von Funktionen auffassen kénnen. Wir werden spéter (2.1.15)
sehen, dafs diese Unterscheidung eine kiinstliche ist.

Die Namensgebung der Eigenschaften kommt daher, daf sich fiir £ = 1
und Ar(w;) = 2 die Superassoziviativitit auf die Assoziativitét, die Rechts-
Superdistributivitit auf die Rechts-distributivitdt und ein Selektorsystem auf
eine Einheit (x(s,z) = © = x(z, s)) bzw. Identitit reduziert.

Die Komposition von einstelligen (kK = 1) Funktionen hat genau diese
Eigenschaften (aus Def. 2.1.1), und wir werden sehen, daf die Komposition
von k-stelligen Funktionen (Def. 2.1.3) recht natiirlich definiert werden kann,
sodak diese Eigenschaften erfiillt werden.

Wir konnen einige Eigenschaften eines Selektorsystems angeben. Klarer-
weise folgt aus |M| = 1, dak die Elemente eines Selektorsystems gleich sind.
Aber der 2. Teil des folgenden Satzes sagt uns, dak auch die Umkehrung
gilt, d.h. gibt es zwei Elemente eines Selektorsystems, die gleich sind, so gilt
bereits | M| = 1.

Der erste Teil besagt, dak ein Selektorsystem eindeutig bestimmt ist.
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Lemma 2.1.2 1. Ein Selektorsystem ist, falls existent, eindeutig bestimmt.

2. Genau dann, wenn |M| # 1, sind die Elemente aus einem Selektorsy-
stem paarweise verschieden.

Beweis: ad (1): Sei {t1,%a,....tx} ein zweites Selektorsystem. Dann gilt
einerseits x(s;,t1, ..., tx) = t;, da die s; ein Selektorsystem bilden, andererseits
gilt x(si,t1, ..., tx) = s;, da die t; ein Selektorsystem sind. = t; = s;

ad (2) Denn wenn s; = s; fiir i # j, dann ist y; = y; Vi,j =1,... k. O
2.1.1 Komposition von Funktionen

Wie kann man nun die Funktionenkomposition fiir £ > 1 definieren?

Definition 2.1.3 Es seien ¢ € Fp(A),¢; € F/(A) und (ay,...,q) € Al
beliebig. Dann definiere v o (1, ..., 0x) € F,(A) durch

(@O<w1,...,¢k>> (al,...,al) :gp(z/;l(al,...,al),...,wk(al,...,al))

Fiir £ = 1 entspricht diese Definition der Komposition einstelliger Funktio-
nen.

Mit dieser Definition ist o eine Abbildung von Fy(A) x Fj(A)* nach F;(A).
Wir kénnen sogar zeigen, daf diese Abbildung in der ersten Koordinate ein
Homomorphismus ist:

Lemma 2.1.4 Fiir jedes (¢1,...,¢%) € Fi(A)* ist die Abbildung o — ¢ o
(1, ..., 0) ein Homomorphismus von Fy(A) nach Fi(A).

Beweis: Wir miissen zeigen, dafs
o (¢1,...,¢) = w; fiir Ar(w;) = 0.

owi(gpl,...,goArwl)) (1, ) = wi (pro (y, . k), ...
o Par(w) © (U, . @Dk)) fiir Ar(w;) > 0.

Aufgrund der Definition ist das gleichbedeutend damit, daf diese Gleichun-
gen punktweise gelten:
Sei Ar(w;) =0:

o (Y1, s thr) (a1, a) = wi (Y1 (ar, .. @),k (@, @) = wi
Sei Ar(w;) >0 :

Wz'(‘Pl,---,SOAer)) (wla"'awk)(ala"'aal):
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= wj ((pl,...,goA,,(wi)) (V1 (a1, .. a) U (a1, .. ) =
=wj (gol(¢1(al,...,al),...,wk(al,...,al)),...,goAr(wi)(wl(al,...,al),...
ok (ag, o)) = w (golo(@bl,...,wk),...,gom(wi)o(¢1,...,@/)k)) O

Mit derselben Argumentation zeigt man, daf diese Komposition superas-
soziativ ist:

Lemma 2.1.5 Sei ¢ € Fp(A), (¢¥1,...,¢%) € Fi(A)*, und (x1,...,x1) €
F,.(A)'. Dann ist

(o (@, k) o (xr, - xa) = wo(dro(xa,- X)) ¥k o (X X))

Proposition 2.1.6 Sei A eine Algebra aus der Varietit 0, € ihre Opera-
tionsmenge und k > 1 eine ganze Zahl. Auf [Fy(A); Q]definieren wir eine
(k + 1)-wertige Operation x durch x (@o,...,9r) = ©o0© (¢1,--.,¢k). Dann
ist x superassoziativ und super-rechtsdistributiv . Ist Q1 = {Q, x}, dann ist
[F1.(A); Q4] eine Qq-algebra mit Selektorsystem {&1,...,&}, den Projektio-
nen.

Beweis: Nach 1.3.2 ist [Fi(A); Q] eine Algebra aus U. Fiir | = m = k liefert
2.1.5 die Superassoziativitdt. 2.1.4 liefert die Rechts-superdistributivitét.
(Das sieht man besonders gut, wenn man die Beweisfithrung von 2.1.4 mit
der Definition der Rechts-superdistributivitét vergleicht.) Die Projektionen
erfiillen die Definition eines Selektorsystems klarerweise. O

Wir konnten somit aus der Q-Algebra [Fj(A); 2] eine Qy-algebra [F)(A); €, x]
bilden. Diesen Schritt wollen wir nun im néchsten Abschnitt verallgemeinern.

2.1.2 Kompositionsalgebren

Hat man ganz allgemein eine Algebra gegeben, so kann man das obige Ver-
fahren generalisieren:

Sei Q = {w; | i € I} eine Menge von Operationen, 20 eine Klasse von
()-Algebren. Sei weiters x eine Operation mit Ar(x) = k + 1 mit %k eine
positive ganze Zahl und sei ; = QU {x}.

Definition 2.1.7 Die Algebra [A; ] heifft k-dimensionale 20-Kompo-
sitionsalgebra, wenn [A;Q] eine Algebra aus 20 ist, x superassoziativ ist
und x rechtsdistributiv bzgl. w; ist Vw; € Q.
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Der wichtigste Fall liegt vor, wenn die Klasse 20 eine Varietit U ist. Wir
werden uns ab nun auf diesen beschranken.

Beispiel: Nach dem Satz 2.1.6 ist fiir jede Varietdt U, fiir jede Algebra
A € U und fiir jedes k > 1 die Algebra [Fy(A); €2, o] eine k-dimensionale
U-Kompositionsalgebra.

Hat die k-dimensionale U-Kompositionsalgebra ein Selektorsystem

S ={s1,82,..., Sk}

so kann sie als Algebra mit den Operationen Q2 = QU {x} U {s1, s, ..., Sx}
aufgefalit werden, wobei die s; als Operationen mit Ar(s;) = 0 gelten.

Proposition 2.1.8 Die Klasse der k-dimensionalen U-Kompositionsalgebren
ist eine Varietdt bzgl. 1, die Klasse der k-dimensionalen U-Kompositions-
algebren mit Selektorsystem eine bzgl. (s.

Beweis: Die Definitionen der Superassoziativitit, der Rechts-Distributivitét
und der Selektorsysteme bestehen aus Gleichungen. Somit kann die Varietét
aller €2-Algebren betrachtet werden, in der diese Gleichungen Gesetze sind. O

Definition 2.1.9 Ist [A;Q, x| eine k-dimensionale B-Kompositionsalgebra
und B eine Unteralgebra von A beziglich Q1 = QU {x}, d-h. B =q, A,
so bezeichnen wir B als Kompositionsunteralgebra von A, symbolisch:
B =<, A.

Damit unterscheiden wir die Unteralgebren B von A beziiglich €2, B < A,
von jenen beziiglich 2, B X, A. Klarerweise gilt:

B\ A= B=xA

Definition 2.1.10 FEs seien [C;Q, x| und [D; <, x| k-dimensionale B-Kompo-
sittonsalgebren. Ein Homomorphismus

¢ [C;Q] — [D; Q] mit ¢ € Homg(C, D)

heifit Kompositionshomomorphismus , wenn er auch ein Homomorphis-
mus von [C;Q, x] nach [D; €, x| ist, ¢ € Homaugyy (4, B).

Ist v ein Mono-, Epi- oder Isomorphismus, so nennen wir es einen Kompos-
ittonsmono-, -epi- oder -isomorphismus.
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Definition 2.1.11 Sei [C; €, x] eine k-dimensionale B-Kompositionsalgebra.
Ein Element ¢ € C heifit Konstante von C, wennV ¢; € C,I1 =1,...,k gilt

X(C,Cl,...,Ck):C

Die Elemente von A sind klarerweise Konstanten in den Algebren [Fj(A); €2, o]
und [P;(A); 2, o]. Ebenso klar ist auch die folgende Eigenschaft fiir Konstan-
ten:

Lemma 2.1.12 Sei 9 : [C;Q, x] — [D;Q, x] ein Kompositionsepimorphis-
mus. Dann bildet ¥ jede Konstante von C auf eine Konstante von D ab.

Fiir Selektorsysteme gilt

Lemma 2.1.13 Sei ¢ : [C;Q,x] — [D;Q,x] ein Kompositionshomomor-
phismus. Sei{s1,..., sk} ein Selektorsystem von D und {s1,...,sx} C U (C).
Dann bildet 9 ein Selektorsystem von C auf eines von D ab.

Beweis: Sei {ti,...,} ein Selektorsystem von C. Betrachte ¢ (C'). Nach
1.1.121ist ¥ (C') %y, D. Dann gilt fiir beliebige y; € 9 (C),i =1,...,k,J(x;) =
y; mit geeigneten z; € C, und weiters

X (0 @),y ue) =X (0 (), 0 (31) 5000, (21) =

=9 (x (ti,z1,...,21)) =0 (2;) =y

Angenommen 9 (t;) =9 (t;) =y, = y; Vi,j = 1,.... k, also wire |0 (C)| =
1, und damit auch [{sq,...,sx}| = 1.

D.h. die ¥(t;) bilden ein Selektorsystem von ¥(C), die s; bilden klarerweise
auch eines. Die beiden Systeme sind somit nach 2.1.2 gleich. a

Fiir einen Kompositionsepimorphismus ist die Bedingung fiir dieses Lem-
ma klarerweise erfiillt.

Wir konnen nun fiir die neue Operatorenmenge §2; = QU {x} die Kon-
gruenzen betrachten und definieren:

Definition 2.1.14 Sei [A;Q, x| eine k-dimensionale B-Kompositionsalgebra.
FEine Kongruenz K von [A; Q] heifft Vollkongruenz , wenn sie auch eine
Kongruenz von [A;Q, x| ist.

Die Vollkongruenzen sind die Kongruenzen beziiglich der k-dimensionalen
U-Kompositionsalgebren, damit gelten alle Sitze aus Kapitel 1, wie z.B. der
Homomorphiesatz.
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Der interessanteste Fall sind auch hier wieder die Funktionsalgebren. Man
kann zeigen, daf fiir alle A Fj(A) fir £ > 1 nur die trivialen Vollkongruenzen
besitzt, fiir k£ = 1 gilt das nur mehr fiir eine grofe Klasse von Algebren, aber
nicht mehr fiir alle Algebren. (Fiir Literatur zu diesen Aussagen siehe [18§|
Kapitel 3, Remarks and commentszu §4)

Wir werden im néchsten Abschnitt die Komposition von Polynomen de-
finieren, und uns dort dann (kurz) den Vollkongruenzen der Polynome- und
Polynomfunktionen widmen.

Wir kénnen nun als wichtige Beispiele fiir Kompositionsalgebren betrach-
ten:
Beispiele:

1. Sei U die Varietiit der Mengen, d.h. Q = (), dann bilden die k-
dimensionalen U-Kompositionsalgebren eine Varietit, die Varietédt der
sogenannten k-dimensionalen superassoziativen Systeme.

Insbesondere sind die 1-dimensionalen superassoziativen Systeme ge-
nau die Halbgruppen.

Die Familie aller undren Funktionen bilden also iiber jeder Menge eine
Halbgruppe.

2. Sei ¥ die Varietat der Gruppen. Dann nennt man die k-dimensionalen
U-Kompositionsalgebren k-dimensionale Kompositionsgruppen .
Insbesondere sind die 1-dimensionale Kompositionsgruppen unter dem
Namen Fastringe (siehe 3.1.5) bekannt.

Die Familie der Funktionen iiber einer Gruppe bilden also einen Fast-
ring.

Wir wissen, daf jede volle Funktionenalgebra Fj(A) iiber der Algebra A aus
der Varietét U eine k-dimensionale 2U-Kompositionsalgebra bilden, wenn man
die Funktionenkomposition dazunimmt. Da die Klasse der k-dimensionalen
2U-Kompositionsalgebren eine Varietit ist, sind Unteralgebren auch wiederum
k-dimensionale U-Kompositionsalgebren.

Wir kénnen nun zeigen, dak es bis auf Isomorphismus keine anderen k-
dimensionale U-Kompositionsalgebren gibt.

Satz 2.1.15 Sei A = [A;Q), x| eine k-dimensionale U-Kompositionsalgebra.
Dann gibt es eine Algebra D aus U, sodaf$ A isomorph zu einer Unteralgebra
der k-dimensionalen B-Kompositionsalgebra [Fy(D); Q, o] ist.

Beweis: Dieser Satz gilt klarerweise fiir |A| = 1, denn dann ist auch |Fj,(A)| =
1 und wir kénnen dann D = [A; Q] setzen.
Sei nun |A| # 1. Dann sei D eine echte U-Erweiterung von [A; ], d.h.

92



D # A, wie z.B. D = Fi(A). 9:[A;Q, x] — [Fr(D);, o] definieren wir nun

durch
x(a,dy,...,dy) fird, €A
a sonst

(19(61,)) (dl, e ,dk) =
¥ ist injektiv, da ein (di, ..., d;) € D*\ A* existiert, und somit aus

(0(a)) (dy, ..., di) = (9(b)) (du, ..., di)

folgt a = 0.
Wir miissen nur mehr zeigen, daft ¥ ein Kompositionshomomorphismus ist.
D.h. zu zeigen sind

(wi)) (d, ..., dy) = w; fiir Ar(w;) = 0.

o (¥
( ( (al,.. CLAT(UJZ)))) (dl,...,dk>:
= (w (19(@1) V(@ Ar () ))) (dy,...,dg) fir Ar(w;) > 0.

o (0 (x(a0,ar,...,aarw))) (di, ... di) =
= 9(ag) o (19(a1) @) (drs . dy)

Ist (dy,...,dx) ¢ A, so sind alle drei Eigenschaften klar. Sei nun also
(dl,...,dk) e A
Sei Ar(w;) = 0: Dann folgt aus der Rechts-Superdistributivitit

(19(&)1)) (dl, C. ,dk) = X(wi,dh e ,dk) = W;

Auch fiir den Fall Ar(w;) > 0 konnen wir die Rechts-Superdistributivitét
anwenden:

(19 (wl-(al, e Ay uh))) (dl,. .. ,dk) =X (wi(al,. . CI,AT (ws) ) d17~ .. ,dk) =

= w; (X(al,dl,...,dk),...,X(aAr(wi),dl,...,dk)) =
= (wi (?9(&1), s 719(a14r(w¢)))) (dla s 7dk)

Betrachte nun a = x(ao, ..., a;) und wende die Superassoziativitidt an. Ei-
nerseits gilt dann

(ﬁ(X(ao,...,CLk))) (d17"-7dk) = X(X(ao,‘..,ak),dl,...,dk) =

= X(a()aX(aladla"'7dk)7"'7X(a17d17"',dk)) =

Andererseits ist
Y(ag) o (V(ay),..., 0 ar)) (di,...,d;) =
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:X(a’07,l9(a’1) (dlu"wdk)?"wﬁ(a’k) (dlvudk>)
= x (ag, x (a1,dy, ..., dg), ..., x (ag,di, ..., dg)).

(I

Ab nun konnen wir fiir die superassoziative und rechts-superdistributive

Operation von k-dimensionalen ‘U-Kompositionsalgebren immer das Sym-

bol o verwenden, da die von uns eingefiihrte Unterscheidung nur isomorphe

Strukturen liefert. So konnen wir ab nun fiir eine Kompositionsunteralgebra
B der Kompositionsalgebra A immer die Symbolik B <, A verwenden.

2.1.3 Komposition von Polynomen

Die Algebra der Polynomfunktionen [Fy; 2] ist eine Unteralgebra der vollen
Funktionsalgebra [F}; ©]. Um den folgenden Sachverhalt zu beweisen, miissen
wir also nur zeigen, dall Py(A) bzgl. der Komposition abgeschlossen ist.

Proposition 2.1.16 Sei A eine Algebra aus der Varietdit 0. Die Unter-
menge Py(A) der Kompositionsalgebra [Fy; <, 0| ist eine Unteralgebra, d.h.
[Py; €] ist selbst wieder eine k-dimensionale S0-Kompositionsalgebra mit Se-
lektorsystem &1, . .., k.

Pi(A) 2o Fi(A)

Beweis: Fiir j = 0,...,k seien m; Elemente aus FPy(A). Da Py(A) =
A&, ..., &) ist, konnen wir diese schreiben als

T = w(agj),...,ag);fl,...,§k> = w(al(-j);&,...,fk>
Betrachten wir nun g o (7, ..., ), dann ist
(moo (m,...,mk)) (dy, ..., dg) =7 (mi(dy, ... dg), ..., Tp(dy,... dg)) =
= wy <a§0);w1 (agl);dl, e ,dk) sy W (agk);dl, . ,dk>>

= Wy (CLEO)Swl <@7(;1);51>---,fk) yenes Wy (agk)sfl,---,fk» (di,...,d)
Also ist mg o (m1,..., ) € [W(AU{&, ..., &} g a) = Pi(A) O

Die Menge der kompatiblen Funktionen bzgl. 9%, Ki(A, M), ist V M C
R(A) beziiglich der Komposition abgeschlossen. Klarerweise ist auch hier das
Selektorsystem {&;, ..., &} enthalten. Also gilt auch hier:

Ky (A,M) <, Fir(A)
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Jede Polynomfunktion 7 € P;(A) ist Bild eines Polynoms p € A(X, ).
Koénnen wir auf A(X,) eine ,Komposition* definieren? (Eine, fiir die der
kanonische Epimorphismus ein Kompositionsepimorphismus wird?)

Definition 2.1.17 Sei A eine Algebra der Varietit B mit den Operationen
Q. Es seien X = {x1,...,zx} und Y = {y1,...,y} (nicht notwendigerweise

disjunkte) Menge von Unbestimmten. Seien p € A(X, D) und qu,...,qx €
A(Y,D), dann definieren wir

po(q,. - qe) =p(q1,--.,qk)

Nach 1.2.11 ist diese Komposition wohldefiniert.

Diese Definition der Komposition von Polynome ist eine sehr natiirliche,
denn wenn p = wo(a;;x1,...,2;) ist und ¢; = w;(a;; 21, ..., 2x) sind, so ist
po(qr,--.,q) = wo(aj;wr (aj;x1,...,%%), ..., wg (a;;21,...,25)), d.h. die
Komposition der Polynome ist das Einsetzen der ,nachfolgenden “ Polynome
in die Unbestimmten.

Es lassen sich zu 2.1.4, 2.1.5 und 2.1.6 analoge Aussagen formulieren, die
auch analog bewiesen werden kénnen. Dazu seien X = {xq,...,2x},Y =

{y1,.. .,y und Z ={z1, ..., zm}

Lemma 2.1.18 Fiir jedes (py,...,pr) € A(Y,0)* ist die Abbildung q —
qo (p1,...,px) ein Homomorphismus von A(X,0) nach A(Y,D).

Lemma 2.1.19 Seip € A(X,D), (q1,...,q) € AY,0)%, und (ry,...,r) €
A(Z,0). Dann ist

(po<Q1a-"7Qk))O(T1a"-7rl>:po(qlo(le-'arl)v"'vqk’o(rlv---arl))

Proposition 2.1.20 Sei A eine Algebra aus der Varietdt U, ) ihre Opera-
tionenmenge und k > 1 eine ganze Zahl. Auf [A(X,D); Q|definieren wir eine
(k + 1)-wertige Operation o mit po o (p1,--.,px) = Po (P1,---,Pr). Ist Q=
{Q, 0}, dann ist [A[X,D]; ] eine k-dimensionale U-Kompositionsalgebra
mit Selektorsystem {x1,...,x}. Die Elemente aus A sind in A[X,U] Kon-
stante.

Es bleibt zu zeigen, daf der kanonische Epimorphismus o ein Komposi-
tionshomomorphismus ist. Das folgt aus dem folgenden Satz, der alle Kom-
positionsepimorphismen von A[X, %] beschreibt.
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Satz 2.1.21 FEs sei A(xq,...,2%,0) = A(X, D) eine V-Polynomalgebra und
[C;Q, 0] eine k-dimensionale B-Kompositionsalgebra, so dafl

1. C ein Selektorsystem sy, Sa, ..., Sk hat.

2. [C; Q] eine Unteralgebra B hat, die aus Konstanten von [C;§, o] besteht
und [C;Q] = B(s1,...,sk) gilt.

Dann kann jeder Homomorphismus ¢ : A — B zu einem Kompositionsho-
momorphismus p : A(X,0) — [C; Q] erweitert werden, der die x; auf die s;
abbildet, Vi =1,..., k. D.h. p(w(a;z;)) = w (s (a;);2;)

Ist ) ein Epimorphismus n: A — B so kann dieser eindeutig zu einem Kom-
positionsepimorphismus p : A(X,0) — [C;Q] erweitert werden. p bildet
die x; auf die s; ab, Vi = 1,..., k. Jeder Kompositionsepimorphismus von
A(X,0) kann auf diese Art und Weise erreicht werden.

Beweis: |18]| Kapitel 3, Satz 3.21.

Definition 2.1.22 Diese Erweiterung p des Homomorphismus n: A — B
aus Satz 2.1.21 bezeichnen wir als Kompositionserweiterung von 7.

Bemerkung: Es gibt zwei grundlegende Anwendungen fiir diesen Satz

e Es seien A, B Algebren der Varietdt 0. Sei n : A — B ein Homo-
morphismus. 1.2.9 liefert einen eindeutigen Homomorphsimus 7[X] :
A[X, Y] — B[X, D] mit n[X] (w(a;; xj)) = w(n(a;);x;). Das ist aber
genau die Erweiterung von 7 zu einem Kompositionshomomorphismus
im vorherigen Satz, wenn C' = B[X,Q|. (Wir wissen, dak die x; ein Se-
lektorsystem bilden und die Elemente b € B Konstanten von B[X, ]
sind.) Dabher ist n[X] ein Kompositionshomomorphismus. Fiir einen
Epimorphismus existiert ein eindeutiger Kompositionsepimorphismus,
fiir einen Isomorphismus ein eindeutiger Kompositionsisomorphismus.

e Sei A eine Algebra der Varietét 0. Dann gibt es die eindeutige Erwei-
terung von a — a zu einem Kompositionsepimorphismus von A [z, Y]
nach Py(A), die die z; auf die & abbildet. Das entspricht aber genau
dem in 1.3.8 konstruierten kanonischen Epimorphismus o,. Dieser ist
also ein Kompositionsepimorphismus.

Wollen wir auch die Abhéngigkeit von GG ausdriicken, so schreiben wir

Da wir nun eine Komposition von Polynomen definiert haben, kénnen wir
uns fragen, was fiir die Vollkongruenzen der Polynom- oder Polynomfunkti-
onsalgebra gilt? Der kanonische Epimorphismus o.[A] ist ein Kompositions-
epimorphismus, liefert somit nach 1.1.30 einen Isomorphismus zwischen den
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Vollkongruenzen auf Py(A) und jenen auf A[X, Y], die Ker(oy[A]) enthalten.
Deswegen reicht es, die Vollkongruenzen von A[X, U] zu kennen.
Dazu lafst sich bemerken

Lemma 2.1.23 Die Kongruenz K auf A[X, 0] ist Vollkongruenz genau dann,
wenn aus py ~x qo Stets folgt

X(p()uplu v 7pk> ~K X(QO7p17' .- 7p/€) v(pla SR )pk) € A[X7%]k

Beweis: [18] Kapitel 3, Lemma 4.31.

Aus 2.1.20 wissen wir, daf A[X, U] eine Kompositionsalgebra ist. Wir
konnen uns natiirlich die Frage stellen, wann diese Algebra einfach ist, wann
es also nur die trivialen Vollkongruenzen in A[X, 0] gibt. Man kann zeigen,
daft das nur in sehr speziellen Féllen eintritt:

Proposition 2.1.24 Sei A eine Q-Algebra der Varietat U, |A| > 1, X =
{z1,..., 2} eine Menge von Unbestimmten. Dann ist die Kompositionsal-
gebra [A[X,0];Q, o] genau dann einfach, wenn

e der kanonische Epimorphismus oy : A[X, 0| — Px(A) injektiv (A also
funktional unterscheidbar) ist

o A einfach ist, und
o U halb entartet ist

Beweis: [8] Satz 3

2.1.4 Kompositionserweiterung von Polynomfunktionen

Wenden wir uns nun den Polynomfunktionsalgebren zu. Fiir diese kann wie-
derum zu jedem Epimorphismus der zugrundeliegenden Algebren eine ein-
deutiger Kompositionsepimorphismus gefunden werden:

Proposition 2.1.25 Sei £k > 0,k € N, A, B Algebren der Varietit ‘U,
n: A — B ein Epimorphismus. Dann kann n eindeutig zu einem Kom-
positionsepimorphismus p : P.(A) — Py(B) erweitert werden.

Ist  ein Isomorphismus, so ust das auch p.

Beweis: [18] Kapitel 3 Proposition 3.31.
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Definition 2.1.26 Diesen Kompositionsepimorphismus p : Py(A) — Py(B)
nennen wir die Kompositionserweiterung von 1 und bezeichnen ithn mit

Pr(n):
Pie(n) (w (a3 €5)) = w (n(a:); &)

Bemerkung: Es ldge auch hier nahe, fiir jeden Homomorphismus ¢ die Er-
weiterung Py (p) zu definieren. Anders als bei der kanonische Erweiterung
©[X] gelingt das jedoch nicht. Die Zuordnung w(a;; &;) — w(e(a;);&;) ist im
allgemeinen nicht wohldefiniert.

Beispiel: Betrachte die Gruppen H = [Z;+,—,0] und G = [{0}; +, —, 0],
dann ist ¢ : G — H mit ¢(0) = 0 klarerweise ein Homomorphismus. Be-
trachte nun die Darstellungen der einzigen Funktion f : G — G mit f(0) =0
mittels Worter: z.B. 0, £ und £ + £. Diese Worter induzieren auf Z jedoch
verschiedene Funktionen. Somit ist die Abbildung w(a;&;) — w(e(a;);&;)
auf Pp(G)* nicht eindeutig. Betrachten wir jedoch [X] so ist diese Abbil-
dung ¢ — [X] wohldefiniert, da diese Worter auch auf G[X] verschiedene
Polynome darstellen.

Lemma 2.1.27 Seien A,B Algebren der Varietit U, X = {x1,...,xx}. Sei
n: A — B ein Epimorphsimus. Dann ist

Bi(n) o ox[A] = ox[B] o n[X]
D.h. das Diagramm, in Abbildung 2.1 ist kommutativ.
Beweis: Sei p = w(a;;z;) € A(X,U). Dann ist

(Pe(n) 0 ox[A]) (p) = Pe(n) (wlai; &) = wln(a:); &)

Andererseits ist

(ox[B] o n[X]) (p) = ow[B] (w (n(a:); 1)) = w(n(a:); &)

O
Bemerkung: Wir kénnen sowohl zu jedem A aus der Varietit U Py(A)
bilden, als auch fiir jedes n € Epi(A, B) Pi(y) finden. Damit ist Py(.)
in der Sprache der Kategorientheorie (siehe dazu Anhang A.5 ) ein kova-
rianter Funktor zwischen der Kategorie der (2-Algebren dieser Varietit U
mit Epimorphismen und sich selbst. Denn fiir ein beliebiges p = w(a;;&;),

w € Epi(B,C),v € Epi(A, B) ist
P (o) (p) = w((pov)(a); &) = w((p(¥(ai): &) = Pule)(w(¥(@);: &) =
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A[X] " BlX]
Ot [A] O'k[B]
Pi(4) o - P(B)

Abbildung 2.1: Die Beziehung zwischen den kanonischen Kompositionserwei-
terungen von Epimorphismen

= Pu(e) (P(¥) (w(ai; &) = (Pu() © Pe(¥)) (p)

Somit ist Py(p 0 1) = Pp(p) o Py(¢). Ebenso zeigt man, dass (¢ o ¢)[X] =
@[X] 0 [ X]. Weiters ist auch klarerweise Py(ida) = idp,(a).

Fiir A[X] respektive p[X] gilt dasselbe: .[X] ist ein kovarianter Funktor
zwischen der Kategorie der €2-Algebren dieser Varietit U mit Epimorphismen
und sich selbst. (Dies gilt ja sogar fiir Algebren mit Homomorphismen.)

Der kanonische Epimorphismus oy].] ist, wie aus der Abbildung 2.1 zu er-
kennen ist, eine natiirliche Transformation zwischen diesen beiden Funktoren.

Fiir f : A — B bezeichne f*: A*¥ — B* jene Funktion mit f*(ay,...,a;) =
(f(ay),..., f(ag)). Damit konnen wir formulieren

Lemma 2.1.28 Sein: A — B ein Epimorphismus, p € Pi(A) beliebig
(Pi(n) () o =nop

D.h. das Diagramm in Abbildung 2.2 ist kommutativ.
FEs sei ¢ : A — B ein Homomorphismus und p € A[X], dann ist

ok[B] (¢[X]p) 0 ¢* = ¢ 0 54[A4] (p)

Beweis: Sei p = w(a;;§;), dann ist

(mop)(er, ... ) = n(wlai;¢;)) = wnlai);n(c;))

Andererseits ist
(P () () 01*) (c1, -+ ex) = (Pr () () (n(cr), -, mex)) =

29



AF - A

B P () P

Abbildung 2.2: Die Vertauschung von Polynomen und Epimorphismen

= (wn(a;); &) (n(er), - - nler)) = winlai); n(es))

Der Beweis des zweiten Teils verlauft analog. O

Daraus folgt insbesondere, daf Termfunktionen direkt mit Epimorphis-
men vertauschen. D.h. sei t € T},(A) und n € Epi(A, B) beliebig, dann ist
Py(n)(t) =t und somit

to 77’c =not

Lemma 2.1.29 Durch die Figenschaft in 2.1.28, d.h. dafi ¥n € Epi(A, B)
gilt

(Pe(n) () o =nop
ist die Abbildung Py, : Epi(A, B) — Hom(Py(A), Py(B)) eindeutig bestimmi.
Beweis: Sei = : Epi(A, B) — Hom(Py(A), P.(B)), sodak ¥n € Epi(A, B)
gilt

(E@) () on*=nop
Sei Z(p) = w'(b;; ;) fiir p = w(a;; x;), dann ist fiir (cy, ..., cx) € A* beliebig

(E) @) on®) (er,--. cx) = (mop) (
(E () () (ncr), -, mler) = n (wlai; ;)

w'(bi;n(cj)) = w(n(ai);n(c;))

Das gilt V (cy,. .., ). nist nach Voraussetzung surjektiv, also ist V(dy, ..., dy) €
Bk

Cla"'ack)

w'(bi;n(d;)) = wn(ai);n(d;))
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und somit

[1]

(n) = w(n(a;); ;) = Pr(n) O

Mit dieser Eigenschaft konnen wir fiir einen Epimorphismus ¥ : A — B
eine Abbildung Cy(A) — Ci(B) definieren:

Definition 2.1.30 Sei ¥ € Epi(A, B). Dann ist fir f € Cx(A)

((Cr () () (W(a1), (az), - .., War)) = 0 (f (ar, ..., ax))

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn, wenn ¥(a;) = 9¥(a}) fiir i =
1,...,k, dann ist a; ~ger(9) a;. Da f aber kompatibel ist, gilt somit

f(al) tee 7ak:) ~Ker(9) f(a/17 tee 7a;c)

also ist ¥ (f(ay,...,ax)) =9 (f(d}, ..., a})).

Diese Abbildung ist auf Py(A) identisch mit Pg(.) und somit dort surjek-
tiv. Sie bildet auch L;Py(A) nach L;Py(B) und LPy(A) nach LP,(B) ab, ist
dort aber im allgemeinen nicht mehr surjektiv(dazu siehe [3] Abschnitt 2).

2.1.5 Dekomposition

Da die k-dimensionalen 2U-Kompositionsalgebren eine Varietét bilden, ist mit
A, B auch A x B eine k-dimensionale U-Kompositionsalgebra. Insbesondere
gilt das fiir A[X,U] x B[X, U] und P,(A) x Py(B), wenn A, B Algebren der
Varietiat U sind und X = {z1,..., 2}

Proposition 2.1.31 Seien X = {x1,...,x%}, A,B Algebren der Varietat 5.
Dann g¢ibt es einen eindeutigen Kompositionshomomorphismus 7

7 : (A x B)[X,0] — A[X, D] x B[X, 2]

sodafl 71 ((A x B)[X,2]) ein subdirektes Produkt von A[X, 0| und B[X, D]
ist und 71 A X B elementweise fest laft, d.h. 1 ((a,b)) = (a,b). Firp €
(A x B) [X,] gilt 71 (p) = (&1[X](p), &[X](p)), wobei &, & die Projektionen
von A X B sind.

Ebenso existiert ein eindeutiger Kompositionshomomorphismus Ty

Tlpk(AXB)HPk(A)XPk(B)

sodafy 7 (P, (A X B)) ein subdirektes Produkt von P.(A) und Py(B) ist und
Ty A X B elementweise fest lift, d.h. 1 ((a,b)) = (a,b). Firp € P, (A x B)
gilt To(p) = (Pr(&1)(p), Pe(&2)(p)), wobei &1,& die Projektionen von A X B
sind.
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Beweis: Definieren wir nun also fiir p € (A x B) [X, ]
n1(p) = (&[X](p), &IX](p))

wobei &1, & die Projektionen sind. Damit ist 7, wohldefiniert,
71 : (A x B)[X,0] — A[X, Y] x B[X, 2]

Es gilt auch, dak 7 ((a,b)) = (&[X]((a,b)),&[X] ((a,b))) = (a,b). Sei
m  A[X, U] x B[X, U] — A[X,Q] die Projektion. Da m o 11(p) = &[X](p)
und wir fiir ein beliebiges p1 = w(a;;z;) € A[X, D] p = w((a;, 1); z;) wih-
len konnen, ist & o 71(p) = p;. Also ist 71 ((A X B) [X,Y]) ein subdirektes
Produkt von A[X, %] und B[X,Y].

Somit bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei also o ein weiterer
Kompositionshomomorphismus mit diesen Eigenschaften. D.h.

m (0 ((Ax B)[X,9])) = A[X, 2] und m (¢ ((A x B) [X,92])) = B[X, Y]

und o likt die Elemente von A x B fest. Dann ist m; o ¢ eine Kompositi-
onserweiterung von & : A X B — A bzw. & : A X B — B. Wegen der
Eindeutigkeit der Kompositionserweiterung ist also m; o 0 = &[X] . Da je-

doch o(p) = (m1 (0 (p)) , 72 (0 (p))) folgt: o =71
Fiir 7 verlauft der Beweis analog. O

Definition 2.1.32 Wir nennen 7 resp. 7o den Dekompositionshomo-
morphismus von (A x B)[X,D] resp. Pr(A X B).

Wie sieht dieser Kompositionshomomorphsimus aus? Wie bildet er ab? Zur
besseren Verdeutlichung verwenden wir die Schreibweise ( Z ) fiir ein Ele-

ment aus A x B.

Sei p € (A x B)[X,92], dann ist p = w(( ZZ ) ;2;). Also ist

= (g ) = (i)
Ebenso ist fiir p = w(( Z ) SHE

no) = (1

Ist f:A— A undg: B— B',sosei fxg: Ax B — A x B die
komponentenweise Anwendung von f und g mit (f X g) (a,b) = (f(a), g(b)).

Bl
—~
Iy
(I
S— —r
/N N
=h 3
S—
S~
I
7 N
g g
—~
=3
Lo
N~— ~—r
~_
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Lemma 2.1.33 Seien A, B Q-algebren der Varietit B, X = {x1,..., Tk}
Sei ok|.] der kanonische Epimorphismus, 11, To die Dekompositionshomomor-
phismen. Dann ist:

or[A] X o[B] o1 = 15 0 0}[A X B
D.h das Diagramm in Abbildung 2.3 ist kommutativ.

Beweis: Das folgt direkt aus Proposition 2.1.31 und der Kommutivitit des

Diagramms in Abbildung 2.1 O
T1
(A x B)[X, 7] > A[X, Y] x B[X,7]
o[A x B] o[A] x o[B]
T2

Abbildung 2.3: Dekomposition von Polynomen und Polynomfunktionen

Lemma 2.1.34 Seip € P, (A x B). Dann ist p = 7o(p) o (&F x &5).
Sei p € (A x B)[X,D]. Dann ist o[A x B](p) = (ox[A] X ox[B](11(p))) o
(&7 x &)

Beweis: Sei p € Py, (A x B)[X, ], sei w((a;,b;);&;) eine Darstellung von p
als Wort. Dann ist fiir ((¢1,dy), ..., (ck,di)) € (A x B)*

p((er,dr), . (e, di)) = w((ai, bi); (¢, dj)) = (w(as; c;), w(bi; dy)) =

= (P(&)(p) o &1, Pr(&2) () 0 &) = ma(p) © (&7 % &)

Die Gleichheit * gilt wegen der Definition der Operationen auf Produkten,
sowie der Definition der Worter.
Die zweite Aussage folgt direkt aus Abbildung 2.3. O

Wann sind die Dekompositionshomomorphismen nun Mono- oder Epimor-
phismen?
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Proposition 2.1.35 Sei X = {x1,...,zx}. Der Dekompositionshomomor-
phismus T von (A x B)[X,] ist ein Epimorphismus genau dann, wenn es
fiir alle (p,q) € AlX, U] x B[X, D] ein Wort

WYLy ey Yry L1y -, X)) € W(Y U X)

in den UnbestimmtenY = {y1,...,y,} und Elemente (ay,...,a.) und (by,...,b,)
gibt, sodaf

w(ay, ..., 0,21, ..., xk) =p, Wby, ..., by, x1,...,2,) =q

Reprisentationen von p und q sind.
Der Dekompositionshomomorphismus o von Py(A X B) ist ein Epimorphis-
mus genaw dann, wenn es fir alle (p,q) € Py(A) x P.(B) ein Wort

w(y17~~-;yr7£17~--7€k> GW(YU{fl,,fk})

in den UnbestimmtenY = {y1,...,y,} und Elemente (ay,...,a,) und (by,...,b,)
qibt, sodaf

w(ag, ..., a8, &) =p, wby, ..., b &1, &) =¢q
Darstellungen von p und q als Worter sind.

Beweis: [18] Kapitel 3, Proposition 3.51.

Bemerkung: Aus der Abbildung 2.3 folgt sofort, dak 7 ein Epimorphis-
mus ist, wenn 7y einer ist.

Proposition 2.1.36 Der Dekompositionshomomorphismus Ty ist immer ein
Monomorphismus.

Beweis: Sei p,q € Py(A x B). Sei 75(p) = 12(q). Nach 2.1.34 ist

p=map)o (& x &) =a(q) 0 (& x &) =¢
O

Bemerkung: In der Varietdt der kommutativen Ringe mit Eins sind bei-
de Dekompositionshomomorphismen Isomorphismen. In der Varietit der
Gruppen leider nicht, als Ergebnis in dieser Richtung kann dort z.B. 3.2.15
formuliert werden.
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Allgemeiner kann man fiir jede Funktion f € Fj(A x B) so eine Dekom-
positionsabbildung u : Fi(A X B) — Fj(A) x Fi(B) definieren:

(M (f)) ((ah s 7ak)7 (blv SR 7bk>> - f ((a17b1)7 SRR (a’k7bk))

Die Abbildung p ist immer ein Monomorphismus. Diese Abbildung einge-
schrankt auf Py (A x B) ist gerade 75 wie wir aus 2.1.34 ersehen kénnen. Aber

sie bildet nicht nur Polynomfunktionen auf Polynomfunktionen ab, sondern
auch die Menge der kompatiblen Funktionen Cy(A x B) in Cx(A) x Ci(B)
ab. Ist sie auf Py(A x B) bijektiv, so gilt fiir die lokalen Polynomfunktionen:

Proposition 2.1.37 Ist 7, = M’Pk(AXB) ein Isomorphismus, so bildet Vit
tlz.pyaxB)y LiPi(A x B) isomorph auf LyPy(A) x Ly Pi(B) ab. Ebenso bildet
pl e axpy LP(A x B) isomorph auf LPy(A) x LP,(B) ab.

Beweis [3] Satz 2
Nennen wir die Elemente L;Py(A), LPy(A) und Py(A) aus der Kette
P(A) CLP(A) C ... C LiPy(A)... C LyP(A) C Ki(A) C Fr(A)
P-Elemente so kann man aus dem vorherigen Satz folgern:

Korollar 2.1.38 Fiir A x B gilt: Zwei P-Elemente von A x B sind gleich,
genau dann, wenn diese zwei P-Elemente von A und von B gleich sind.

Beweis: [3] Korollar 1

Also gilt etwa

LiP(Ax B) = LPy(Ax B) <= L;Py(A) = LP,(A) und L,P,(B) = LP,(B)

2.2 Funktions- und Polynommatrizen

Definition 2.2.1 Sei U eine Varietit, ) die Menge von Operatoren, sei
k> 1 fest. Sei[A;Q,x] eine k-dimensionale B-Kompositionsalgebra, dann
definieren wir eine Operation o auf AF

(a1,...,a) 0 (by,...,bx) = (x(a,b1,...,bg), ..., x(ak,b1,...,by))

Damit wird mit A auch A* eine Kompositionsalgebra mit den folgenden
Eigenschaften, die alle sehr leicht bestétigt werden kénnen:
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Satz 2.2.2 Sei A eine k-dimensionale U-Kompositionsalgebra, dann ist die
Algebra [A"”;Q,O} eine 1-dimensionale B-Kompositionsalgebra. A* hat ein
Selektorsystem genau dann, wenn A eines hat. Fir jeden Homomorphis-
mus p € Hom(A, B) ist die Abbildung p* : A¥ — B* ein Homomorphis-
mus. Weiters ist id% = idax. Ist 0 : B — C ein Homomorphismus, so ist
(oo p)k = oF o pF. pF ist injektiv, surjektiv oder bijektiv genau dann, wenn
das p ust.

(.)¥ ist somit ein kovarianter Funktor von der Kategorie der k-dimensionalen
U-Kompositionsalgebren in jene der 1-dimensionalen 2U-Kompositionsalgebren.

Auch das nichste Lemma kann sehr leicht bewiesen werden. Die erste
Aussage ist offensichtlich, die zweite kann direkt durchgerechnet werden.

Lemma 2.2.3 Sei A eine k-dimensionalen U-Kompositionsalgebra, B < A,
dann ist B¥ < A*. Ist weiters C eine k-dimensionalen 0-Kompositionsalgebra,
dann ist die Abbildung ¥ : (A x B)" — A* x B* definiert durch

@ZJ ((al,bl) yee ey (ak,bk)) = ((al, ce ,ak) s (bl, .. ,bk))

ewn Isomorphismus.

Betrachten wir nun die ,natiirlichsten” 2U-Kompositionsalgebren, die Funk-
tionsalgebra mit der Komposition.

Definition 2.2.4 Seien i,k € N und p1,ps,...,pr € F(X)(Tk(A), A|X, Y]
resp. Pyp(A)). Dann nennen wir das i- Tupel (p1,ps,...,p;) die Termma-
trix ( Termfunktionsmatrix , Polynommatrix resp. Polynomfunkti-
onsmatrix der Dimension i X k tiber A. Die Menge aller dieser Matrizen

bezeichnen wir mit F(X), Ti(A) , A[X, D] resp. Pi(A) .

Wir nennen diese Tupel Matrizen und nicht Vektoren (wie z.B. in [18]), da
es fiir Gruppen einen Kompositionshomomorphismus zwischen A[X, U] und
M;«(Z) gibt, siehe 3.2.5 .

Wir kénnen nun jeder Funktionsmatrix auf natiirliche Weise eine Funkti-
on A¥ — A? zuordnen:

Definition 2.2.5 Sei f € Fy(A)". Damit ist f = (f1, fa,..., fi) mit f; €
Fr(A) fir j=1,...,i. Dann sei:

fl (a17a27' . 'aak‘)
-~ f?(a17a27"'aa’k’)
f(a17a27 CIE aak‘) = .

fi (a17a27 s 7a/k)
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Es ist § : A* — Al Insbesondere ist mit § € FL(A)k ist | € Fy(AF). Die
Abbildung m; = § — f; sei fir j = 1,...,4 die (kanonische) Projektion mit
(7 () (a1, ..,a;) = & (Flar,...,a;)) = f;, wobei die &; die Projektionen
von A nach A sind.

Wir nennen die f; = m;(f) die Koordinatenfunktionen .
Die Abbildung ~ kann nun natiirlich auf Teilmengen von Fj(A)" angewendet
werden, wie z.B. Kj(X)" oder P{(A).

Beispiel: Betrachten wir den Ring mit Eins der ganzen Zahlen, [Z; +, —,0, -, 1],
dann sei

Ty - T3
p= 1
1+ 8
p ist somit ein Element aus P§(Z), somit ist p : Z2 — Z3:
~ Yi Y5
p(y1,42) = 1
Y1+ 8

Ist i = k so geht die Abbildung = von Fj(A)* nach F;(A*) und es gilt
offensichtlich

Proposition 2.2.6 Die Abbildung p — p mit ~ : Fp(A)* — F(A*) ist ein
Kompositionsisomorphismus.

Definition 2.2.7 Die Umkehrung der Abbildung ~ stellen wir symbolisch

mit ~ dar.

Es gilt sicher P; (A*) < P/(A\)k, da ja mk < F; (A*) und ]ﬁA\)’g alle
konstanten Funktionen und die Projektionen enthélt. Im allgemeinen sind
das jedoch echte Inklusionen.

Ist n € Epi(A, B) so gilt fiir Pi(n*) : Pi(A*) — P(B*), dak Py(n*) =
(AO Pk’(n)k ON) ‘Pl(Ak)'

Wir kénnen nun ~ auf die Funktionen und Mengen von Abbildung 2.1
anwenden und das Funktionsdiagramm bleibt kommutativ. D.h
Py(n)* 0 0k (A)* = ox(B)" o n[X, 0"

Wir konnen nun die Dekompositionshomomorphsimen 7, und 7 betrach-
ten, dann kénnen wir 77 und 75 bilden. Nach 2.2.3 gibt es Isomorphismen v, :
(A[X, D] x B[X,9])" — A[X, V)" x B[X,D]* und ¢ : (Py(A) x P,(B))" —
P(A)k x Py(B)*.
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Proposition 2.2.8 Der Homomorphismus (2 0 §) : P, (A x B)* — P,(A)*x
Py(B)* ist immer ein Monomorphismus.

Das Diagramm in Abbildung 2.4 ist kommutativ.

Seip € PF(A x B), dann ist

p=15(p)o (& x &) = (Pu(&)"(p) 0 &) x (Pu(&)*(p) 0 &)

U ole
(A x B)[x,2])" " (AIX, )" x (B[X, )"
% [A x B] o*[A] x o[ B]
P(Ax B) - P(A)* x PL(B)
a0ty

Abbildung 2.4: Dekomposition von Polynom- und Polynomfunktionsmatri-
zen

Beweis: [18] Kapitel 3, Bemerkung 11.22

Bemerkung: Fiir die Varietiat der kommutativen Ringe mit Eins sind die
beiden Abbildungen 15 o 78 und 1), o 7F Isomorphismen.

2.3 Permutationspolynome und Polynompermu-
tationen

Ist A €Y und X = {x1,29,...,2}. Dann sind die Algebren [A[X, ), o} ,
[Fr(A)k o] , [Kip(A, D)k, o] und [Py(A)¥, o] Halbgruppen. All diese Mengen
besitzen ein Selektorsystem, haben also Einheiten. Die Einheiten einer Men-
ge M bezeichen wir mit £(M), die Menge der kiirzbaren Elemente mit C(M)
( siehe A.8.1 fiir Definitionen und Eigenschaften).

Sei fiir beliebiges A Sy = {f : A — A, f bijektiv}, dann gilt
Lemma 2.3.1 Es gilt

—

E(FL(A)F) = C(Fi(A)*) = S
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Daraus folgt -
E(Fi(A)*) = C(Fr(A)*) = S e

Beweis: Da ~ ein Kompositionsisomorphismus ist, ist es insbesondere ein
Isomorphismus von Halbgruppen, also ist

E(F(A)F) = E(FL(AF)) und C(Fr(A)F) = C(Fy(A%))

Jedes Element aus Sy» hat ein Inverses in Fj(A¥) ist also Element aus
E(F(AF), also Sy C E(F1(A*)). Jedes kiirzbare Element f von Fy(AF)
ist eine Permutation, also C(Fi(A*)) € Syx. Denn aus den Bedingungen
fir die Kiirzbarkeit folgt einerseits die Injektivitiat: Sei f(a;) = f(az2), d.h.
foa; = foay = a; = ay als Funktionen, somit jedoch auch als Elemente.

Andererseits gilt auch die Surjektivitiit, denn wihle ein ay € A* beliebig,
r € f(AF)
ag sonst '
Dann ist idyr o f = g o f, somit idyr = ¢g und nach Definition von g ist f
surjektiv.

Ingesamt gilt also

dann sei id 4 die Identitit und g : A¥ — AF mit g(z) =

—_—

Sar C E(Fk(A)k - C(Fk<A)k C Syx
O

Definition 2.3.2 Eine Polynommatriz (€ M C A[X]*) resp. eine Funkti-
onsmatriz (€ M C Fp(A)*) heifit invertierbar in M , wenn es Element
von E(M) ist.

Definition 2.3.3 Die Menge der Polynompermutationen ist Uy(A) =

Py(A)* N gA\k. Letztere sind also jene Polynomfunktionsmatrizen, die als
Funktionen von A* nach A* Permutationen sind.
Die Menge der Permutationspolynome ist Upyj(A) = oi[A] (Ui (4)).

Lemma 2.3.4 Es gilt £(Py(A)) C Ux(A) C C(Pr(A))
Ist A endlich, so gilt hier die Gleichheit. Damit ist Uy eine Gruppe.

Beweis: Da P,(A)* C Fj,(A)* folgt aus A.8.5
E(Pi(A)*) € E(Fi(A)") N Py(A)" =S 0 Py(A) =

= C(Fp(A)F) N P(A)F C C(P(A)F)

Die Gleichheit bei Endlichkeit folgt aus A.8.5 und aus der Tatsache, daf mit
A auch P;(A)* endlich ist. O
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Die Inklusionen hier sind im allgemeinen echt! Sei £ = 1 dann betrach-
ten wir die Menge der reellen Zahlen R aufgefaft als kommutativen Ring
mit Eins. Dann ist das Element & € P;(A) sicher nicht in £(Py(A)), aber
in Uj(A). Andererseits sei wieder k = 1, A = Z = F({a}) die unendliche
zyklische Gruppe, dann ist &2 ¢ U;(A) aber & € C(Py(A)).

Betrachten wir den kanonischen Epimorphismus oy [A] : A[X, 0] — Py(A),
so gilt klarerweise & (A[X,U]) C ox[A]71(E(PL(A))) C ox]A]71 (Uk(A)) C
ox[A]71 (C(Py(A))). Bei Endlichkeit gilt Gleichheit der letzen drei Inklusio-
nen.

Seien A,B Algebren aus U und 1 : A — B ein Epimorphismus. Dann ist
Py(n)F : P.(A)* — P.(B)* wieder ein Epimorphismus. Wir kénnen uns nun
fragen, wie er £(Py(A)*), C(Py(A)*) bzw. Ui(A) abbildet. Es gilt

Proposition 2.3.5 Secien A,B Algebren der Varietit B. Sein € Epi(A, B).
Dann st

1. P(n)*(E(Pu(A)) € E(Pi(B))

2. Ist n ein Isomorphismus, so bildet Py(n)* die Halbgruppen E(Py(A)),
C(P(A)) respektive Uy (A) isomorph auf E(Py(B)), C(Py(B)) respektive
Up(B) ab

3. Ist B endlich, so ist P.(n)*(Ux(A)) C Up(B).
Beweis: Seien p,q € £(P(A)), sodak
pog=gqop=t
Da P.(n) und somit auch Py(n)* ein Kompositionsepimorphismus ist, gilt
Py(m)*(poq) = P(n)(qop) = Pu()*(v)

Pi(n)*(p) o Pu(n)*(a) = Pe(n)*(q) o Pu(n)*(p) = ¢
Also gilt Punkt 1.

Sei nun p € Ug(A). Es gibt fiir alle (by,...,br) Elemente (ay,...,ax)
sodafs (by,...,br) = (n(ay),...,n(ax)). Es folgt

Pem)* () (b, - -, b) = Pel)*(p)(n(ar), - -, n(ax)) *E* (o p)(an, .. ., ay)
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Ist nun 7 ein Isomorphismus so ist

Pe) () (b1, .. bi) = (F opo (7)) (b, ..., by)

Also ist mit p und n auch Py, (n)*(p) bijektiv. Weiters ist Py (n)* ein (Halbgrup-
pen)Isomorphismus, also gilt

Pe(n)"(E(Pu(A))) = E(Pu(B)")

und

P(n)"(C(PL(A)")) = C(Pi(B)")

Damit ist Punkt 2 gezeigt!

Ist B endlich, so ist klarerweise Py(n)*(p) : B¥ — B* surjektiv. Da B
und somit auch B* endlich sind, ist also P(n)*(p) injektiv. Damit ist
P.(n)*(p) € Ux(B). Also gilt Punkt 3. O

Wir kénnen nun wieder das Produkt A x B betrachten und uns fragen
wie der Monomorphismus 15 0 74 : P¥ (A x B) — Py(A)* x PF(B) die Halb-
gruppen E(Px(A x B)), C(P,(A x B)) respektive Uy(A x B) abbildet.
Proposition 2.3.6 Seien A,B Algebren der Varietit *UB. Dann ist

(20 78) (€ (P (A x B))) C & (PE(4) x € (PL(B))
(2 074) (€ (FE (A x B))) € € (PE () x € (P (B)

Ist 1y o T¥ ein Isomorphismus, so gilt in diesen beiden Fillen Gleichheit.

Fiir die Polynompermutationen gilt
(V2 075) (U(A x B))) = (Up(A) x Up(B)) N (20 75) (PL(A x B))
Ist ¥y o 7F ein Isomorphismus, so gilt
(¥ 0 75) (Uk(A x B))) = (Ur(A) x U(B))

Beweis: [18] Kapitel 3, Proposition 11.61. , Proposition 11.63 und Proposi-
tion 11.64
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Kapitel 3

Polynome, Polynomfunktionen
und deren Komposition tiber
Gruppen

3.1 Spezialisierung auf Gruppen

Wir wollen noch einmal wiederholen

Definition 3.1.1 FEine Gruppe ist eine Algebra mit Q = {-, 71,1} als Ope-
rationen vom Typ {2,1,0} und den geltenden Gesetzen

o 1 (29 x3) = (11 12) 3
o r1-1=ux
o1 -xy =1
FEine abel’sche Gruppe ist eine Gruppe, die auch dem Gesetz
® Ty =Ty T
geniigt.

Wollen wir das Einselement der Gruppe G deutlich von jenem der ganzen
Zahlen unterscheiden, so bezeichen wir es als e.
Die Operationen der Gruppe konnen auch additiv angeschrieben werden:

Q={+,-,0}.

Die Klasse der Gruppen bildet eine nicht vollstindig entartete, nicht halb
entartete Varietit &rp, da es Gruppen gibt, die nicht nur die 1 enthalten (z.B.
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[Z,4,—,0]), jedoch alle Gruppen {1} als Untergruppe enthalten. Die Klasse
der abelschen Gruppen bilden eine (nicht vollstandig, nicht halb entartete)
Varitit, Gtpgg.

Damit sind nach Prop. 1.2.2 fiir Gruppen in A[X, %] alle Elemente aus
AU X unterschiedlich. Wir werden die Polynomalgebra G[X, &tp| iiber der
Gruppe G mit G[X]| bezeichnen.

Proposition 3.1.2 Die Kongruenzen der Varietit &tp sind genau die durch
Normalteiler induzierten Relationen.

Beweis: Sei K Kongruenz auf G: a; ~g b; = a;-as ~ b]_‘bQ/\al_l ~E bl_l.
Sei N die Kongruenzklasse von 1, also N = C(1) C G. Seien a,b € N =
a~glbrgl=a-b~p1-1=1a"'~,1' =1alsoist N < G. Sei
nnec€eG=c-a~gc-l=c=c-a-ct~gc-c' =1 Alsoist
c¢-N-c ' C N und damit N < G.

Die Umkehrung gilt wegen A.8.12. ad

Wie stehen die Untergruppen und Normalteiler von G und G[X] (bzw.
Py(G)) in Beziehung zueinander? Es 1dft sich zumindest vermuten, daf es
einen Zusammenhang gibt.

Ein einfacher Zusammenhang kann folgendermafen formuliert werden.

Datfiir sei fiir 2 C G[X] und fiir beliebiges g € G Aog = {ox[G](p)(g9)|p € A}.

Proposition 3.1.3 Es sei G eine Gruppe. Ist A <X G[X] , so ist Aog <G
Vg € G.
Ist AL G[X], soist Aog<IG Vg € G.

Beweis: Sei % < G[X] und g € G beliebig. Seien a,b € A o g, also gibt es
p1,p2 € 2, sodak pi(g) = a und ps(g) = b, also ist

a0t =pi(g) - (p2(9)) ™" = (p1-p3')(g) €RAoy
Ist zusétzlich A < G[X], dann gilt fiir beliebiges g; in G, dak
gi-a-gi =giopi(g)og =(g1-pi-97')(9) €EAoyg

O

Aus diesem Beweis sieht man sofort, daft eine analoge Eigenschaft fiir

Andererseits folgt durch 1.2.3 klarerweise aus G’ < G, daf G'[X] < G[X]
ist.
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3.1.1 Normalformen beziiglich G|X]

Kénnen wir ein Normalformsystem (siehe Abschnitt 1.2.2) fiir G[X] finden?
D.h. ein System von Wortern, das alle Polynome eindeutig beschreibt?

Satz 3.1.4 Sei G € &tp. Die Worter agr™ ax"...a,_1x"a, mit r € N,
n;g € Zyn; 0, a, € G firt=0,1,....r, und a; # 1 firt =1,2,...,r — 1
bilden ein Normalformsystem fir G|x].

Beweis: 1.) Wir zeigen zuerst mittels Induktion nach dem Rang r(w) des
Wortes w, das das Polynom p reprisentiert, daf jedes p so dargestellt werden
kann, d.h. w zu einem Wort aus diesem System aquivalent ist.

Sei r(w) = 0, dann ist p = a oder p = x, der erste Fall ist eine gesuchte
Darstellung, im zweiten Fall konnen wir mit p =1-x - 1 eine finden.

Sei nun also p = w; -wy oder p = w; ! mit r(w;) < n und angenommen fiir
diese Rénge ist die Behauptung gezeigt. Sei also w; = apx™ a12™...a,_12"" a,,
wy = box™ byx™2...b,_12™b,. Ist p = wl_l, S0 ist

1 _.—n, —1

p=a, z "a __x "} Tyt

~ay T Mag
und damit konnten wir eine Darstellung finden.
Ist p = wq - wo, dann kénnen wir

p = (apx™a1x™...a,_1x2""a,) - (box™ byz™? .. .b_12"""b,) =

= apr™ a1x™...a,_12"" (@, - bo) ™ by b 12" b,

durch Anwenden der Gesetze in die gewiinschte Form bringen ("Kiirzen").
Denn ist (1. Schritt) a, - by # 1 so haben wir so eine Darstellung gefunden,
ist a, -bg = 1, so ist a,_12™ (a, - bg) ™ by = a,_12™ ™ by. Ist n,. # —my, so
haben wir eine Darstellung gefunden, ansonsten ist a,_12"""b; = a,_; - b;
und wir kénnen hier wiederum den 1. Schritt anwenden. Diese Vorgehens-
weise ist endlich, da von a, auf a,_; und von by auf b; iibergegangen wird,
d.h. das Kiirzen kann maximal r» mal durchgefiihrt werden. Also gibt es fiir
jedes p eine angegebene Darstellung.

2.) Nun bleibt noch zu zeigen, daf diese Darstellung eindeutig ist. Wir
suchen eine Menge in die G[z] abgebildet werden kann, in der die Unter-
scheidung aber eindeutig ist. Betrachten wir p = qpz™ a12™...a,—12""a,, so
bietet sich die Darstellung als Folge (ag, n1, a1, n2, ..., @1, Ny, @) an.

Wir betrachten nun also die Menge

S ={(ap,n1,a1,n9, ..., ar_1,n,,a,)|

reNag€eGa#1firi=1,...,r—1;n; € N}
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und definieren darauf eine Operation -. Das Ergebnis von
(@, n1, a1, M2, oy @ro1, My @r) - (bo, M1, b1, Mg, oy bs 1, Mg, b)

ist jenes Element aus S, das wir durch ,Kiirzen“ des Elements
(@0, M1, @1, M2y ey o1y My @ = by M1, b1y Mg,y Ds 1, M, D)

erhalten.( Kiirzen wie in Pkt.1 ). Ist also a, - by # 1, so endet das Kiirzen,
ansonsten betrachten wir das Element

(ag, 1, a1, Mg, vy Qr1, My =+ Mg, by Mg, s b1, Mg, by)
Ist n, +my # 0 so ist das Kiirzen beendet, ansonsten betrachten wir
(@o,m1,a1,M2, ..., @p_1 - by, Mo, ..., b1, My, by)

Wir beginnen nun wieder ,yon vorne“, und sehen auch hier, daf dieser Prozef
endet.
Wir werden das Element, das wir durch Kiirzen der Folge

((IO, N1, A1, N2, ooy Qpr—1, Ny, a?“)

erhalten mit

(a07 Ny, a1, N2y .oy Qp—1, Ny, a“?“)

bezeichnen.

Das Element (1) ist klarerweise die Eins, (ag, n1, a1, o, ..., @1, Ny, @) L =
(a7t —n, a7t —n,_1,...,a; ", ny, ap). Kénnen wir die Assoziativitiit von - zei-
gen, so ist S eine Gruppe.

Wir kénnen dann G in S einbetten mittels ¢ — (a), es sei dann u =

(e,1,e), damit ist (ag,n1, a1, ng, ..oy Qp_1, Ny, @) = agu™ au™ ... a,_1u" a,,
dau" = (e, 1,e)-(e,1,e) ... - (e,1,e) =(e,1+1+ ...+ 1,e) = (e,n,e) und
N /) —_—

v~

(a) -u™ = (a) - (e,n,e) = (a,n,e). Somit ist S ~ G({u}). Nach Proposition
1.2.6 gibt es dann einen Epimorphismus p : G[z] — S mit p(z) = v und
pla) = aVa € G. Somit ist p(agx™ a12"...a,_ 12" a,) = (ag, N1, a1, N, ..., T —
1,7n,,a,). Sind nun also zwei Elemente aus G|z| gleich, so haben sie dasselbe
Bild, damit haben sie aber auch dieselbe Darstellung.

Was noch zu zeigen bleibt ist, daf - auf S assoziativ ist. D.h., daf
uy - (ug - uz) = (ug - ug) - ug fiir alle uy = (ag, N1, a1, .., Qr_1,Np, ), Uy =
(bo,m1,b1,...,bs_1,mg,bs) und ug = (co,ly,¢1,...,¢-1,l; ¢;). Nehmen wir
an, dafs die Behauptung sowohl fiir us = « als auch uy = S fiir alle uy, ug gilt,
so gilt sie wegen (uy (af)) us = ((w1) B) uz = (w ) (Bug) = uy (a (Pug)) =
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w1 ((f) ug) auch fiir uy = 5. Angenommen die Behauptung gilt fiir uy =
(bg) und us = (e, mq, €), dann gilt die Behauptung fiir alle uy, ug, uz. Denn sei
also ug = (bg, my, by, ..., bs_1,ms, bs), so gilt sie fiir s = 0 nach Voraussetzung
und da (bg, m1,b01) = ((by)(e,m1,e)) (by) wegen der vorherigen Feststellung
auch fiir s = 1. Angenommen die Behauptung gilt fiir s — 1, so gilt sie wegen
(bo,m1,b1,...,bs_1,ms,bs) = (bo, m1,b1,...,bs_1) - (e, ms, bs) auch fiir s.

Sei uy = (by). Dann ist

(U1U2) us = ((Goﬂll,ah - ;ar—l,nr,ar) : (bo)) : (Co7l1701, . 7Ct—17ltact> =
= (ao,nhah ey Qp—1, Ty, (Clr : bo)) : (00751701; .. 7Ct—1,lt70t) =
- (a07n17a’17 vy Qp—1, Ny, (a’T : bO) : 007l17cl7 CC 7ct—17ltvct) —
- (G/O,nl,al, ey A1, Ny, Ay - (bO : CO) 7l17017 .o 7thlvlt7ct> -
= (ag,n1,a1, ..., ar_1,0p,a.) - ((bo) - (co,l1, €15y Ci1, 11, ¢0))

Sei nun us = (e,my,e). Dann unterscheiden wir vier Fille:

1. a, # e,co # e : Dann ist

(u1u2> Uz = (a07n17 Qyy...,0r-1,Ny,aAr, M1, Co, ll7 Clyevv,Ci—1, lt7 Ct) =
= U1 (UQU3)
2. a, =e,co # e: Dann ist (uguz) = (ag, n1, a1, .., 01,0, +myq, €), wenn
n, # —my oder (ujus) = (ag,n1,a,...,a,_1), wenn n, = —my. Also

ist im ersten Fall
(urug) ug = (ag, Ny, a, ..., Gr_1, Ny + My, co, by, €1y oy G, by, )

und im zweiten Fall

(UllLQ) Uz = (ao,nl,al, N ¢ 75 I Co,ll,Cl, ey G, lt,Ct)

Da ugug = (e,mq, co, l1,¢1,. .., 1,1, ¢;) ist, ist dann in beiden Fallen

U1l (UQU3) = (U1UQ> us.

3. a, # e,cop = e : Verwende eine Argumentation wie in Fall 2.

4. a, = e,cg = e: Dann ist ujus = (ag,n1,a1,...,0._1,n. + my,e),
wenn n, # —my oder (ag,ni1,a1,...,a,_1), wenn n, = —my. Ugus ist
(e,my + l1,¢1y. .y ¢1, 1, ¢0), wenn mq # —ly oder (¢q,...,¢-1,1,¢),
wenn m; = —ly .

Also ist
(urug) uz = (ag, N1, @1y .oy Gr1, Ny +my + 1, 01,00y Co1, by Ct)
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wenn n, # —my, oder

(U1U2) Uz = (Clo,m,al, RN ST SRR & 7Ct—17ltuct)

sonst.

uy (ugus) = (ag, N1, a1, ...y Grey, e +my + 1,01, .00 G, Uy, 1)
wenn my # —ly oder

(a07n17a17 vy A1, Ny, C1y e v 7Ct—17lt7ct>

sonst.
Vergleicht man die Ergebnisse aller moglichen Félle, so erhélt man das
gewiinschte Ergebnis. O

Da wir jedes a;,_ 1x™a alsa; ;1-x-1-2-1-...-1-2-1-2-a; oder als
a1 t-1-27t-1-...-1-271-1-271 q; schreiben kénnen, kann man auch
ein anderes Normalformsystem angeben:

Lemma 3.1.5 Es sei G eine Gruppe. Die Worter agr a1x2as...0p—_12" Ay,
mit m € N, a, € G, ¢ € {1,=1} firt = 0,1,....,m und ¢, = €41, wenn
ag =1 firt=0,1,....,7 — 1, bilden ein Normalformsystem fir G|x].

Fiir abelsche Gruppen ldft sich das Normalformsystem klarerweise stark ver-
einfachen:

Lemma 3.1.6 Se: H € &tpy,. Die Worter ax™ bilden ein Normalformsy-
stem (a € G,n € Z).

Betrachten wir nun den Fall G[X| mit X = {x, 29, ..., 2;}. Wie kénnen
die obigen Sitze verallgemeinert werden?

Definition 3.1.7 Betrachte [Z,+], dann ist [Z*,+, —, 0] eine Gruppe. Ein
Paar (m,n) mit m = (my,ma,...,my) € ZE, n = (ny,no, ..., ny) € Z* heift
reduzibel, wenn es ein v gibt, sodaff 1 < v <k und mys1 =m0 = ... =
mr=n1=ng=...=n,_1 =0.

Ist v = (w1, 20, ...,21) so sei x™ = o™ -ap? - ... x)".

Die Definition ,reduzibel* ist von der Reihenfolge des Paares abhingig. Der
Begriff wird klarer, wenn man beachtet, da® fiir (m, n) reduzibel folgt: ™ - ¢ = g™*".

Satz 3.1.8 X = {x1,...,x%}. Sei G € &rp. Die Worter
aoxmlalxmag C. aT,lxmraT

bilden ein Normalformsystem fiir G[X], wobei r € N, m, € ZF m; # 0 Vi =
1,2,...,r, a5 € Gund V0 < i < r gilt - aj =1 = (my,my4;) ist nicht
reduzibel.
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Dieser Satz beschreibt auch den Fall £ = 1, denn in diesem Fall ist jedes
Paar reduzibel, d.h. m; = (m;) # 0.
Aus dieser Aussage folgt unmittelbar:

Lemma 3.1.9 Sei H € &tpyy. Die Warter apr™ mit m € ZF a € G bilden
ein Normalformsystem fir H|[X].

Wie sehen nun die Elemente aus G[X]* aus? Jedes einzelne Koordina-

tenpolynom hat die obige Gestalt. Durch Hinzufiigen von Potenzen x% und
Elementen ay = 1 am Ende der einzelnen Polynome in erforderlicher Anzahl
konnen wir erreichen, dak das r von Satz 3.1.8 in allen Koordinatenpoly-
nomen gleich grof, das Maximum aller 7, ist. Diese Darstellung ist somit
eindeutig.

T A1
. L2 A2s .. (s)
Setzen wir nun t = . , 0 = . firl <s<r+1, My = (m; | ,
. . LY
Tk Qs
xznﬁ) x;ﬂﬁ? leﬁ)
M, € M(Z) und M = . Ist @ € G* und
(s) ( )

I € M,Z so seien zur Abkiirzung a' die i-te Koordinate des Vektors und
MM die i-te Zeile der Matrix.

Lemma 3.1.10 G € &rp. Jedes p € G[X|* lifit sich darstellen als p(xr) =
atMiagr™2 | agxMea,, ., sodaf fiir die Projektionen

i () (; (4) i (1) (;
& (p) = oy e oy e el

e Vi =1...k: ag-i) =1 = ((M](Z),M](21> 1st nicht reduzz'bel) \Y
(M}“ —oVI> j)
oVi=1,...k:M"=0=a =1
e Jicl, .. k:M"#o
Diese Darstellungsformen bilden ein Normalformsystem.

Sei H € &tpgy, dann lift sich jedes p € H[X] darstellen als p(x) = ag™.
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Man kann nun mit Hilfe des Normalformsystem zeigen, dak G[X] das direkte
Produkt von G und F'(X) ist.

Satz 3.1.11 Es sei G eine Gruppe. G[X] ist das freie Produkt von G und
F(X).

Beweis: Wie wir aus 1.2 wissen, miissen wir nur zeigen, dafs die Abbildung
@y 1 F(X) — G[X] ein Monomorphismus ist. Seien also vy, ve in F(X). Da
F(X)=(X)gilt vy = 2 -af?-. . -2} alsoauch v; = 1-pM-1.p*2.. -1t
mit )\, € Z*. Wir kénnen die Darstellung obdA so wihlen, daR kein Paar
Av, Aus1 reduzibel ist. vy 14t sich natiirlich ebenso darstellen. Da s ein
Homomorphismus und die Erweiterung von z +— z ist folgt nun aus ¢s(vy) =
pa(vy) die Gleichheit v = vs. O

Mit einem Normalformsystem konnen wir auch direkt zeigen (vgl. Satz
1.2.2)

Satz 3.1.12 Seien G,H Gruppen und ¢ € Mon(G, H). Dann ist die kano-
nische Erweiterung 9[X]| : G [X, U] — H [X,D] auch ein Monomorphismus.

Beweis: Sei p € G[X], sei apt™ay .. .a,_1r™ a, Reprisentation von p und
Element des obigen Normalformsystem, dann ist

n[X](p) = nlao)e™ n(ar) ... n(ar—1)e™ n(ar)

Das ist wieder Teil des Normalformsystems, denn die m; bleiben natiirlich
# 0 und ist n(a;) = 1, so ist auch a; = 1. Damit ist aber n[X](p) eindeutig
und somit ist n[X] injektiv. O

3.1.2 Normalformen bzgl. P(G)

Fiir P,(G) konnen wir im Falle eines endlichen Exponenten von G die Form
der p € Pi(G) einschréanken. Setzen wir dazu r = (&1,...,&) und sei fiir
meZk =M g

Lemma 3.1.13 Ist G eine Gruppe mit exp(G) endlich. Dann ist
Pi(G) = {apr™aix™as ... a,_1t™a, :r € Nm, € wap(g),al, eGv=1,...,r}

Beweis: Fiir {* € Py(G) mit j = 1,...,k gilt klarerweise 7" = f}"’, wenn
m = m’ mod exp((), also gibt es ein | € Zeyp) sodak T = Sjl.. Somit gibt
es also fiir jedes u € Z* ein v € ZSzp(G’)’ sodafs t* = ¢”. Aus Satz 3.1.8 folgt
die Aussage. O
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Korollar 3.1.14 Ist G eine Gruppe mit exp(G) endlich. Dann ist
Pk(G> = {a0£i1a1£i2a2 cee asflfisas}
mit s € Nya, e Gov=1,....r54,=1,....k firl=1,... s
Beweis: Fiige in die Darstellung aus 3.1.13 geniigend Einsen ein. a

Daraus konnen wir nun leicht sehen, daf oG] im allgemeinen natiirlich
nicht injektiv ist. Betrachte irgendeine Gruppe mit endlichem Exponenten,
z.B. Zy, dann ist 0;x[G|(2") = ox[G](z}), wenn m = n mod exp(G). Insbe-
sondere folgt also, dafs Gruppen mit endlichem Exponenten nicht funktional
unterscheidbar sein konnen.

Im Falle endlicher Gruppen bzw. Gruppen mit endlichem Exponenten
konnen also die Elemente aus Py(G) stets mit positiven Exponenten darge-
stellt werden!

Eine Umkehrung des vorherigen Satzes gilt fiir abelsche Gruppen:

Lemma 3.1.15 Sei G eine abelsche Gruppe. Gibt es ein l € Z mit | > 0,
sodafy Py(G) = {ar™ : m, € Z;}, dann ist exp(G) endlich und exp(G) < 1.

Beweis: Jedes p € Py(G) 1akt sich also in der obigen Form schreiben. Also
auch zt = ag™. Setzt man (1,...,1) ein, folgt a = 1. Ist |A| = 1, so ist
exp(G) = 1, also gilt der Satz klarerweise. Sei also |A| > 1, dann gibt es
zumindest ein y; # 1. Setzen wir nun Vy; # 1 (y1,1,...,1) in die Funktio-
nengleichung ein, so folgt:

Y=y =y ™M =eVy €G

Da 0 <my < [ist somit 0 < exp(G) <1 —my <. O

Setzen wir Zg = 7Z und fiir Gruppen, die keinen endlichen Exponenten
besitzen, exp(G) = 0, so kann man sogar zeigen:

Proposition 3.1.16 Ist G eine abelsche Gruppe, so ist die Darstellung fir

p = a;m mit m, € Zlecxp(G)

eindeutiq.
Damit gilt fiir endliche Gruppen

|Pu(G)| = |G - exp(G)*
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Beweis: Angenommen p = ar™, ¢ = bx™ € P,(G) mit p = ¢. Setze (1,...,1)
ein, somit folgt a = b. Ist y; # 1 so setze (1,...,1,4;,1,...,1) ein, so ist
Y= y;n; = y;nifmg = 1. Ist exp(G) = 0 folgt m; = m}. Ist exp(G) > 0,
so gilt m; = m; mod exp(G), da jedoch m;, m; € Zeyp(cy gilt m; = m. O

Auf die Polynomfunktionsmatrizen angewandt ergibt dieser Satz:

Korollar 3.1.17 Ist G eine abelsche Gruppe, so ist die Darstellung fiir p €
Py (G)*
p = ClXK mit K € Mk (Zerp(G))

eindeutiq.
Weiters gilt:

Lemma 3.1.18 Sei H ecine abelsche Gruppe. f,g € Py(H)® mit f =V und
g=1l, N und L € My(Z). Dann ist

fog=r""
Beweis: Fiir die Matrix N sei N die i-te Zeile (siche auch A.6.1):

(1) (2) (k)
fog=fa"" 27, M) =

(1) (2) (k) N(1) (1) (2) (k) N (k)
:((pL 72:L 7"'7?L )N ""7(L 7xL 7"'7xL )N )
Betrachten wir nun nur die i-te Koordinate fiir ein ¢ = 1,..., k:
(1) (2) (k) 1,(4)
&O(fog):(;N ’;N 7"'7pN )Ll:
_ (I?”)l“ . (xgm)l“ . (lek)lil . (l,;m)liz . (J/,S«QZ)le . (xZ2k)li2 .
_ xlln-nn . xllu-nw . .,L,llil'nkl . xﬁ;k'nm . x%ank . x%knkk _
k k
Z: lijmja 2 lijmjk
=] -...-xﬁc_l S

O

Bemerkung: Damit 148t sich zeigen (siehe Proposition 3.3.7), daf die Ab-
bildung

v [Pk<G)ka '7_1 ) ]-7 Oax] - [Mk<Zexp(G’))7 +,—,0,", l}

81



mit y(ar) = K ein Epimorphismus beziiglich dieser Operationen ist. (Sie ist
ein Fastringepimorphismus , sieche Abschnitt 3.1.5). Daraus (und den obigen
Feststellungen) folgt, daf ~ eingeschrinkt auf die Termfunktionsmatrizen
T.(G)* sogar ein Isomorphismus ist. Somit ist fiir abelsche G die Menge
der Termfunktionsmatrizen T},(G)* ein Ring beziiglich Multiplikation und
Einsetzen!

Fiir nichtabelsche Gruppen kann man nur mehr zeigen

Lemma 3.1.19 Seien p,q € P.(G) mit p = apr™ a1x™asy...a,—1 und q =
l)ozc“"1 blgmébz coobiy. Ist p=q, so ist

ao'al-...a,,_l:b0~b1~...bl_1

Beweis: Setze (1,...,1) in p = g ein. O

3.1.3 -Gruppen

Wenn wir z.B. Ringe betrachten, dann sind das Mengen mit zwei Operatio-
nen, wobei die Tragermenge mit einer davon eine Gruppe bildet. Betrachten
wir andererseits die Komposition von Funktionen auf Gruppen, so haben wir
wiederum eine Gruppe mit einer zusatzlichen Operation. Das motiviert uns
eine neue Varietdt zu untersuchen:

Definition 3.1.20 Fs sei G eine Menge mit den Operationen € = {+, —,0}U
Q. Dann nennen wir G eine Q-Gruppe, wenn

1. [G;+,—,0] eine Gruppe ist
2. fiir Operationen w € Q mit Ar(w) > 0 gilt: w(0,0,...,0) =0.

In Analogie zu den Ringen haben wir die Gruppe additiv angeschrieben.

Natiirlich kann die Gruppe auch hier multiplikativ geschrieben werden, d.h.
Ql = {'7 _17 1} U Q.

Die Definition der 2-Gruppe beinhaltet neben den Gesetzen fiir eine
Gruppe eine weitere Bedingung, die aber ebenso ein Gesetz ist, somit gilt

Korollar 3.1.21 Fiir jedes ) bildet die Klasse der Q-Gruppen eine Varietit,
Brpg.

Wir wollen nun einige grundlegende Definitionen einfiihren:
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Definition 3.1.22 Sei G eine Q-Gruppe, K eine Kongruenz auf G. Dann
ist der Kern von K die Kongruenzklasse von 0.

ker K = C(0)

Beachte die Kleinschreibung und damit die Unterscheidung zu dem Kern
einer Abbildung f : Ker f (siehe Definition 1.1.25).

Definition 3.1.23 Sei G eine Q-Gruppe. FEine Teilmenge M C G heifit
Ideal, wenn es eine Kongruenz K gibt, sodafs

M = ker K
Die Menge aller Ideale von G bezeichnen wir mit J(G).

Definition 3.1.24 Es seien G und H Q-Gruppen. Ist ¢ € Hom(G, H),
dann ist der Idealkern von ¢

ker ¢ = ker Ker ¢

Korollar 3.1.25 Sei A ein Ideal der Q-Gruppe G, A = ker K. Dann ist
A normale Untergruppe der Gruppe G, A < G, und K ist genau die durch
diesen Normalteiler induzierte Kongruenz.

Die Abbildung ker : R(A) — J(A) ist bijektiv. D.h. fiir jedes Ideal I gibt
es die Kongruenz ker=1(I).

Beweis: Dies folgt direkt daraus, dak die Kongruenzen einer Gruppe genau
die durch die Normalteiler bestimmten Aquivalenzrelationen sind, aus Pro-
position 3.1.2 und aus der Definition. O

Da das Ideal A eine normale Untergruppe ist, gilt 0 € A klarerweise.
Mit A; < G, i € I, sind offensichtlich auch (] A; und >~ A; Ideale.
iel i€l
Ist Q = (), dann ist G eine Gruppe. Die Ideale sind genau die normalen
Untergruppen. In Anlehnung an die Notation A < G, wenn A eine normale

Untergruppe von G ist, werden wir also fiir ,,/ ist Ideal von G* symbolisch
schreiben: I <9 @G.

Proposition 3.1.26 Es sei G eien Q-Gruppe. Eine Untermenge A C G ist
ein Ideal von G genau dann, wenn
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o AJG, d.h. A ist normale Untergruppe von G

o Fiirw; € Qmitn = Ar(w;) >0 giltVacA VY (91,...,9,) € G" und
Vimit 1 <i<n:

wi(gh oo 9i-1, 90 T Q5 Gigs - - 7gn) - wi(gl? s ,gn> €A
Beweis: siche [18] Anhang Lemma 3.4

Es gilt inbesondere, wenn die 2-Gruppe ein Ring ist, dafs der Begriff des
(Q-Gruppen-)Ideals mit jenem des (Ring-)Ideals zusammenféllt.

Die zweite Bedingung aus 3.1.26 kann umgeformt werden zu:

Wi g1y -5 9im1,Gi + Qs Gig1, -, Gn) € A+ wi(g1, -5 9n)

D.h. wi(g1,..-,9i-1,9i + @, Git1,---,9n) ist in der selben Nebenklasse wie
wi(g1, - - -, gn) beziiglich A.
Multiplikativ angeschrieben heifst sie:

Wi g1, -2 Gim1,Gi - Q Gig1y - > Gn) - Wil g1, - - - 7gn)_1 cA

Man kann eine dquivalente Formulierung zeigen

Korollar 3.1.27 Es sei G eine Q-Gruppe. Eine Untermenge A C G ist ein
Ideal von G genau dann, wenn

e AQG
o Yw; € Q mit n = Ar(w;) qilt ¥V (g1,...,9,) € G",V (a1,...,a,) € A™:

wi(.gl+a’17"'7gi+ai7"'agn+an)_wi(gl7"'7gn) GA

Beweis: Aus diesen Voraussetzungen folgen wegen 0 € A jene von 3.1.26.
Also gilt <.

Fiir = zeigen wir, daf aus den Vorraussetzungen von 3.1.26 diese folgen.
Betrachte w; € €, sei zuerst Ar(w;) = 0. Dann ist zu zeigen, dak w; —w; € A
gilt. Dies gilt, da 0 € A.

Sei also n = Ar(w;) > 0. Nach 3.1.26 gilt

W(Ql +a’17927"'7gn) _w(917927"'7gn) S A
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aber genauso

w(gl+a17g2+a27g37"'7gn)_w<gl+a17927"')gn) GA

wlgr +a1,92+ a2y ..oy g1 + Ap—1, Gn + an)—
_w(gl + a1, g2 + ag,...,9n-1 + a’n—lagn) € A

Da A eine normale Untergruppe ist, ist damit die Summe all dieser Elemente
in A, also

wlgr +ar,...,gn+an) —w(gi,--y,9n)
O

Ideale von (2-Gruppen miissen im allgemeinen keine (2-Untergruppen sein.
Als Beispiel betrachte das Ideal 2-Z der ganzen Zahlen 7Z, als kommutativer
Ring mit Eins aufgefaft.

Aber sind alle O-stelligen Operationen im Ideal, so ist es eine {2-Untergruppe.

Proposition 3.1.28 Sei G eine Q-Gruppe, und I <¢G. Gilt fir alle w; mit
Ar(w;)) =0, daff w; € I, soist [ < G.

Beweis: Es ist zu zeigen, daf fiir alle w; € 2 das Ideal A abgeschlossen ist.
Sei Ar(w;) = 0, dann gilt das nach Vorraussetzung.
Sei nun Ar(w;) > 0. Dann gilt nach Korollar 3.1.27

wi(0+a1,...,O+aj,...,0—i—an)—wi(O,...,O)EA
Somit ist mit 0 = w;(0,...,0) auch

wi(ay,...,a,) € A

Wir kénnen nun auch leicht folgern:

Korollar 3.1.29 Seien G und H Q-Gruppen. Ist A ein Ideal von G und
n: G — H ein Epimorphismus (bzgl. Q-Gruppen). Dann ist n(A) ein Ideal
in H.

Beweis: Nach A.8.9 ist ¢(N) < H. Es bleibt zu zeigen, dafs
wi(hl, ey hi—l; hz —+ b, hi—l—la . ,hn) — Wi(hl, . ,hn) S T](A)

fir alle w; € Q mit n = Ar(w;) >0und Vbe A,V (hy,...,h,) € G" und Vi
mit 1 <17 < n gilt.
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Da 7 ein Epimorphismus ist gibt es a € A und g¢; € G, sodak n(a) = b
und 7(g;) = h; fiir t =1,...,n. Also ist

wi(hl, . -7hi—17hi + b, hi—i—h .. ,hn) —wi(hl, .. ,hn) =

= wi(n(g1), - 1n(gi-1),m(g:)+n(a), n(gis1), - - -, n(gn))—wi(n(g1), - - -, 1(gn)) =

= n(wl(gla e 9i-1, 9 + a, Git1,--- 7gn) - wi(gl7 cee ;gn) € 77(14)
O

Wir wissen, daf Ringe mit (linker) Eins eine halb entartete Varietédt bil-
den. In der Ableitung 1.1.5 haben wir gesehen, dafs von der Tatsache kommt,
dak in einer einelementigen Algebra 1 = 0 gilt. D.h. es gibt zumindest hier
einen Zusammenhang zwischen den O-dren Operationen und der Eigenschaft
halb entartet zu sein.

Allgemein 1aft sich zeigen:

Lemma 3.1.30 Sei U C &rpg, eine nicht vollstindig entartete Varietdt von
Q-Gruppen, sodafs 0 die einzige 0-dre Operation ist. Dann ist U nicht halb
entartet.

Beweis: siche [1] Satz 1.79

Seien G; fiir i € I Q- Gruppen. Dann konnen wir das Produkt [] G,
jeJ
betrachten, das dann nach 1.1.61 wieder eine Q2-Gruppe ist. Wir wissen die

Projektionen &; : [[ G; — G; sind Epimorphismen. Wir kénnen wie iiblich
jed
auch eine Funktion in die Gegenrichtung betrachten.

Definition 3.1.31 Es seien G;, j € J, Q- Gruppen, dann definieren wir die
kanonischen Einbettungen

LiZGj—>HGj

jeJ

& (45(9)) :{ g k=]

0 sonst

Aus den Definitionen der Einbettung, der 2-Gruppen und den Operatio-
nen auf dem Produkt folgt direkt:

Korollar 3.1.32 Fiir alle i € I ist v; ein Q2-Monomorphismus.
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Aus dieser Aussage, der Definition der Operationen auf dem Produkt und
Proposition 3.1.26 folgt sofort, dak mit 4; < Gy, i € I, auch [ A; <¢ [] G;
gilt.

Wenden wir uns nun jenem Fall von Q-Gruppen zu, dem wir bereits begeg-
net sind, den Kompositionsgruppen. Wir verwenden in Analogie zu Kapitel
2 die muliplikative Schreibweise der Gruppe.

Proposition 3.1.33 Sei [G;-, 71, 1,9Q, 0] eine k-dimensionale Btpg,-Kompos-
itionsalgebra. Dann ist G eine Q1-Gruppe mit Q1 = QU {o}. 1 ist eine
Konstante.

Beweis: Zu zeigen bleibt nur, daf 10 (1,...,1) = 1 ist. Aber es gilt ja fiir
beliebiges (g1,...,9x) € G* :

Lo(gi,esgr) =1 -1)o(g1,---,98) =10 (g1, 9x) - Lo (g1,---, %)
da o rechts-super-distributiv ist. Daraus folgt aber
l=10(g,....,q0) Vg €Gmiti=1,....k
also insbesondere auch fiir g; =1 fiir alle2 =1,...,k O

Damit sind, wenn G eine -Gruppe ist, A[X, D], Pi(A), Ki(A) und
Fr(A) QU {o}- Gruppen. Insbesondere sagt diese Proposition auch, daf
k-dimensionale Kompositionsgruppen {o}-Gruppen sind.

Definition 3.1.34 Sei [G;-, 71, 1,9, 0] eine Grp,-Kompositionsalgebra. Ein
Ideal I von [G;-,71,1,Q], I <® G, heifit Vollideal , wenn I auch ein Ideal
von [G;-, 71, 1,9, 0] ist, symbolisch I <¢ G.

Proposition 3.1.35 Sei G eine Q-Gruppe. Sei U <, Fi(G) oder U = G[X],
Sei I <U. Dann gilt fiir alle f € U,g € U* undu € I,0 € I*

fo(g+ov)+tuo(g+v)=fog+1I
Beweis: Da o rechts-superdistributiv ist, gilt
fo(g+ov)+uoc(g+v)=(f+u)o(g+v)
Es gilt fir g = (g1,...,9%) und v = (vy,..., V)
folg+o)tuo(g+o)=x(f+ug+ov1,... 0+ vk)
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Da I ein Vollideal ist gilt

X(f+u7g1+vlv"'7gk+vk>_X<fagla"'7gk> el

Also ist
fo(g+v)+uo(g+o)=fog+1I
O

Betrachten wir die Vollideale in Teil-Q-Gruppen von Fy(G)* oder G[XF,
dann kénnen wir eine analoge Aussage zu Proposition 3.1.35 formulieren:

Lemma 3.1.36 Sei G eine Q-Gruppe. Sei U =, Fi.(G)* und I < Fy,(G)*.
Dann gilt fir alle f,g € U und u,0 € 1

fo(g+v)+uo(g+v)=fogmodI

Dieser Satz kann klarerweise ebenso fiir Unter-Q-Gruppen von Fj(G)" oder
G[XT] fiir ein i > 1 formuliert werden.

Ist I ein Vollideal, dann ist ker I eine Vollkongruenz. Damit lassen sich
die Aussagen iiber Vollkongruenzen direkt auf Vollideale anwenden.

Lemma 3.1.37 Es sei G eine Q-Gruppe. Sei U <, Fi(G) oder U = G[X]
fir i = 1,... k. Ein Ideal I von U st ein Vollideal genau dann, wenn
Y (p1,....px) € U* gilt

f€]z>fo(p1,...,pk)ef

Beweis: = folgt aus 3.1.35

<= : Sei also I eine Menge mit dieser Eigenschaft. Sei K = ker'I die
entsprechende Kongruenz. Seien py ~x qo, also ist pg — qo ~x 0. Also
ist (po—qo) © (p1,---,0k) = (PosP1,---Pk) — (G0, P1,---,pk) € L. Also gilt
(po,P1,--->Pk) ~k (qo,P1,---,pr). Damit ist K aber nach 2.1.23 eineVoll-
kongruenz, und somit ist I ein Vollideal. a

Auch hier gilt klarerweise ein analoger Satz fiir F},(G)* oder G[X]' fiir ein
1 > 1, insbesonderes fiir 1 = k.

3.1.4 Vollstandigkeiten

Wir wollen in diesem Beispiel die Varietit der Gruppen in Hinblick auf Voll-
standigkeit untersuchen. Beginnen wollen wir mit der Polynomvollstandig-
keit:
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Beispiel: In 1.4.4 haben wir gesehen, daf Zs 1-polynomvollstindig ist. Wir
konnen zeigen, daf diese Menge jedoch nicht 2-polynomvollstindig ist.

Ein Normalformsystem fiir Zs[x1, x| ist {k1- 21+ ko224 alky, ko € Z,a €
Zs}, also ist

PQ(ZQ) = {]ﬁ & F ko - &+ a]kl €Z,a € ZQ}

Ist jedoch k1 = k] mod 2, so ist k1&; + koo + a = k(&1 + ko&o + a (siehe auch
Lemma 3.1.13). Damit ist Pa(Zs) = {k1 - & + ko - & + alky, ke € Zo,a € Zs},
da alle diesen Funktionen nach Proposition 3.1.16 unterschiedlich sind, gilt
|P2(Zs)| = 8. Fiir die Anzahl aller zweiwertigen Funktionen gilt jedoch
|F2(Zg)’ == 24 = 16. Also ist PQ(G) 7é FQ(G)

Nach 1.4.4 gibt es fiir die Polynomvollstandigkeit nur drei Falle, die fiir
Gruppen folgendermafen verteilt sind:

Satz 3.1.38 In der Varietdt der Gruppen sind die endlichen nicht abelschen
einfachen Gruppen und die Gruppe mit |G| = 1 polynomuvollstindig, die
Gruppe der Ordnung 2 ist polynomial halbvollstindig, und alle anderen Grup-
pen sind polynomial unwvollstindig.

Beweis: Aus 1.4.5 und 1.4.6 folgt, dafs jede n-polynomvollstindige Gruppe
einfach und endlich ist.

Betrachten wir zunéchst die endlichen nicht abelschen einfachen Gruppen.
Setzen wir in A.8.29 (Anhang) N = G und A =G x G, dann ist F(A,N) =
F5(G). Alle konstanten Funktionen gehoren zu P»(G), und da alle inneren
Automorphismen 7, Polynome sind, gilt 7, 0p € P»(G) Vp € P»(G). Seien
r#y € A=GxG, dann ist entweder & (z) # & (y) oder &(x) # & (y).
Somit erfiillt P»(G) die Bedingungen aus A.8.29, also gilt P»(G) = F5(G).
Also ist in diesem Fall G' 2-polynomvollstindig, also polynomvollsténdig.

Betrachten wir nun die endlichen abelschen einfachen Gruppen. (Ver-
gleiche mit dem vorherigen Beispiel). Nach A.8.28 gibt es eine Primzahl p,
sodak |G| = p. Nach 3.1.16 ist P;(G) = {a(|a € G, 0 < r < p}, wobei alle
Elemente eindeutig dargestellt werden. Also ist |P(G)| = |G| - p = p?. Fiir
die volle Funktionenalgebra gilt aber |Fy(G)| = p?, somit gilt F}(G) = P,(G)
genau dann wenn |G| = 2.

Ist |G| = 2 s0ist G =~ Zs, also ist nach oben G nicht 2-polynomvollstindig.
O

Unteralgebren von k-polynomvollsténdigen Algebren sind natiirlich im
allgemeinen nicht wieder k-polynomvollstindig sein. Fiir Gruppen zeigen
wir das anhand dem folgenden Beispiel:
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Beispiel: Die alternierenden Gruppen Ay sind fiir & > 5 k-polynomvoll-
stindig, da sie nach A.8.42 nicht abelsch und einfach sind. Diese haben
aber abelsche Untergruppen der Ordnung > 2, die somit fiir kein £ € N k-
polynomvollstindig sind, wie z.B. die Aj.

Fiir bestimmte Gruppen laft sich auch eine Aussage treffen, wie stark sie
von der Polynomvollstdndigkeit abweicht!

Proposition 3.1.39 Jede zyklische Gruppe G der Ordnung m (d.h G ~ Z,)
hat k-Defekt
k—def(G)=mF—k—1

Beweis siehe [9] Kapitel VII §2

Fiir die symmetrischen Gruppen laft sich folgender Satz zeigen:

Proposition 3.1.40 Die symmetrische Gruppe S,, mit n > 5 hat hdchstens
den 1-Defekt n! + 2.
1—def(S,) <n!+2

Beweis: siehe [9] Kapitel VII §3

Die anderen Vollstéindigkeitsbegriffe wurden (zumindest) fiir Gruppen
noch nicht ausgiebig untersucht. Aussagen, die sich treffen lassen, sind z.B.:

Proposition 3.1.41 Sei M eine Menge mit |M| = 9 > Ny. Die alternie-
rende Gruppe Agy ist lokal polynomwollstindig.

Beweis: siehe [9] Kapitel 11T §4

Fiir die Definition von Agy siehe A.8.45 . Nach Satz 3.1.38 ist Agy als
nicht endliche Menge aber sicher polynomunvollstindig. Damit haben wir
auch fiir die Varietit der Gruppe gezeigt, dal es lokal polynomvollstindige
Gruppen gibt, die nicht polynomvollstindig sind.

Fiir die Kongruenzpolynomvollstandigkeit gilt:

Proposition 3.1.42 Die elementar abelsche Gruppe der Ordnung 4 (~ Zs X
Zs) ist 1-kongruenzenpolynomuollstindig, aber nicht 1-polynomuvollstindig.

Beweis: siehe [9] Kapitel IV §2
Fiir die Varietidt der Gruppen laft sich auch fiir den Begriff der Erwei-

terungspolynomvollstindigkeit zeigen, daf dieser eine echte Erweiterung der
Polynomvollstandigkeit ist:
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Proposition 3.1.43 Jede zyklische Gruppe ungerader Ordnung ist k-erwei-
terungspolynomuvollstindig Yk € N und somit erweiterungspolynomuvollstin-
dig.

Beweis: siehe [9] Kapitel V § 2

Die zyklischen Gruppen sind jedoch abelsch und somit fiir Ordnungen
> 3 polynomunvollstandig.

Korollar 3.1.44 Jede Gruppe ungerader Ordnung ist erweiterungspolynom-
vollstindig.

Beweis: siche |9] Kapitel V § 2

Zum Begriff der Primalitdt kann man in der Varietit der Gruppen poly-
nomvollstindige Gruppen finden, die nicht primal sind. Die endlichen, nicht
ableschen, einfachen Gruppen sind polynomvollstindig, z.B. A,, mit n > 5,
diese haben aber nicht triviale Untergruppen und kénnen somit nicht primal
sein.

3.1.5 Fastringe

Definition 3.1.45 FEine Menge M mit den Operationen +,—,0 und - des
Typs {2,1,0,2} heifit Fastring , wenn:

1. [M,+,—,0] eine Gruppe ist
2. (x-y)-z=x-(y-2)Va,y,z € N (- ist assoziativ)

3. (r+y)-z=x-z2+y-z (- ist bzgl. + rechtsdistributiv)

Gilt ferner:

4. 0-z2=2-0=0
so nennen wir den Fastring null-symmetrisch.

Ein Element 1 heifst linke Eins wenn

5. 1l-x=axVee M

Aus dieser Definition sieht man, dak die Fastringe eine Varietit des Typs
(2,1,0,2) bilden. Im Vergleich zu Ringen muf die additive Gruppe nicht
abelsch sein und die Distributivitat gilt nur in eine Richtung. Die Menge der
Fastringe mit linker Eins ist eine Varietdt des Typs (2,1,0,2,0).

91



Natiirlich liefern Anderungen der Symbole, etwa auf {-, 7!, 1,0,id}, wie-
derum isomorphe Strukturen.

Die Gleichheit 0 -z = 0 gilt immer, denn 0-2 = (04+0) -2 =0-2+4+0- 2.
Daraus folgt durch Addition des additiven Inversen (,Subtrahieren) von 0-x,
dafs 0 = 0 - z. Daraus folgt aber insbesondere, daf 0 - 0 = 0 ist und somit
sind Fastringe bzw. Fastringe mit linker Eins Q-Gruppen mit Q = {-} bzw.
Q={ 1}

Die Varietit der Fastringe mit linker Eins (1) ist halb entartet. Denn
wenn es einen einelementigen Unterfastring des Fastrings F' gibt, so folgt
1 =0, damit aber firallex € F: t=1-2=0-2=(0+0)-2 =0-2+0-2 =
lz+lz=c+r=0=—2=(v+z)—z =1

Diese Varietdt bendtigen wir, da sich herausstellt, dafs die von uns be-
trachteten Kompositionsgruppen (G[X|*, P,(G)*, F},(G)¥) Fastringe sind. Denn
fiir alle Produkte aus k£ k-dimensionalen Kompositionsgruppen ist die Opera-
tion - zweiwertig, damit reduzieren sich (sieche Abschnitt 2.1) die Superasso-
ziativitdt und Superrechtsdistributivitit der Kompositionsabbildung auf die
Assoziativitdt und Rechtsdistributivitiat. Also gilt:

Lemma 3.1.46 Ist G eine k-dimensionale Kompositionsgruppe, so ist G*
ein Fastring.

Daraus folgt, daf G*[X] und alle U* mit U <, Fy(G) Fastringe sind. Also
insbesondere Py(G)* und K, (G).

Definition 3.1.47 G sei eine Gruppe. Firk € Zmitk > 1undi=1,...,k
set M C F}(G). Dann bezeichnen wir mit M = {f € M : f((0,...,0)) =
——

k

Das sind also jene Funktionen, die die Null wieder auf die Null abbilden.
Lemma 3.1.48 F_,f(G) st ein null-symmetrischer Fastring.

Beweis: Zu zeigen ist nur, dak fiir f € M gilt fo (0,...,0) = (0,...,0).
das gilt aber nach Definition. O

Definition 3.1.49 Sei G = [G;+,—,0,9Q] eine Q-Gruppe. FEin Element
d € G heift links distributiv bzgl w; , mit w; € Q und Ar(w;) > 0
wenn gilt:

wi(dval+b17a2+b27"'7ak+bk‘) =
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:wi(d,al,ag,...,ak)+ wi(d,bl,bg,...,bk) Vai,bi EG

G heifit links distributiv erzeugt wenn 3{d;|i € I}, d; distributiv, sodaf
G = {di})(, oy (D-h. die Elemente d; erzeugen G als "normale” Gruppe.)
Ist ein Element links distributiv und rechts- superdistributiv (im Sinne von
2.1.1) so nennen wir es distributiv .

Aus dieser Definition folgt, daf fiir ein (links) distributives d gilt:

wi(d,0,...,0) =0,

wz(d,O,,O):wz(d,O—i—O,,0+O):wz(d,0,,O)—i—wl(d,O,,O)

Die fiir uns interessanten Beispiele sind

e Sei G = [G;+,—,0,0] eine Kompositionsgruppe. Dann koénnen wir
die distributiven Elemente von G betrachten. (Klarerweise distributiv
bzgl. o).

e Sei F'=[F;+,—,0,u| ein Fastring. Dann konnen wir die distributiven
Elemente von F' betrachten. (Klarerweise distributiv bzgl. u).

Es gibt eine Beziehung zwischen diesen beiden Beispielen

Korollar 3.1.50 Ist G eine distributiv erzeugte k-dimensionale Kompositi-
onsgruppe, so ist G* ein distributiv erzeugter Fastring.

Beweis: [18| Kapitel 5, Proposition 2.11

Betrachten wir nun die Funktionen {iber Gruppen. Dort lassen sich natiir-
liche Beispiele fiir distributive Elemente beziiglich der Komposition finden,
denn es ldft sich der folgende Satz formulieren:

Lemma 3.1.51 Es sei [G;+,—,0] eine Gruppe, k € Z, k > 1. Dann sind
die links distributiven Elemente von [Fk(G)k; +,—,0, o] genau die Endomor-
phismen von G*.

Beweis Sei f € Fp(G)*, f heift distributiv, wenn V g;, h; € Fi(G)*

f(g+hi,g24hoy oo gk +he) = f (91,92, 9k) + f(ha, hos oo hy)

D.h. fir g = (g1,...,9x) und b = (hq,..., hg) gilt somit
fla+b)=f(g)+ f(h)
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Das gilt inbesondere fiir die konstanten Funktionen a = (ay,...,a;) und
b= (b1,...,b;) mit a;,b; € G fiir alle i = 1,... k. Also ist f ein Homomor-
phismus.

Sei nun ¢ ein Endomorphismus. Dann ist fiir V a, b € G*

p(a+b) = p(a) + ¢(b)

Seien nun g = (g1,...,9x) und b = (hy,...,hy) € Fp(G)* und sei ¢ =
(c1,...,cx) € G* beliebig, dann ist

(on(g—i_h))(cl?"'vck):

=p(g(cry . ek) +hi(ery o ser), gk (e, o oyen) +he (e, oo ck) =
=o((g1(c1y.eyc)yeeygr(cry.oyer)) + (hi(eryooyck)y oo hi(cr, oo cr))) =
=¢(g(cry - yck) ey gp(cry. o))t (ha(er, .o oyck), o he (e, oo k)
Also ist
po(g+h)=vpog+yob
Also ist ¢ distributiv. O

Daraus folgt, daf die Menge der Endomorphismen End(G) und die der
Automorphismen Aut(G) aus distributiven Elementen bestehen. Ebenso sind
die inneren Automorphismen 1, € Inn(G) = {1, € F(G)|3g € G : 1,(x) =
g-x-g '} distributiv. Also gilt:

Lemma 3.1.52 Sei G eine Gruppe, Q = {+,—,0}, k € Z mit k > 0. Dann
bilden E(G) = (End(Q))q, A(G) = (Aut(GQ))q, und 1(G) = (Inn(G)),
beziiglich {-, ', 1,0} distributiv erzeugte Fastringe.

Bemerkung: Klarerweise gilt
I(G*) = A(G*) = BE(G*) = F(G*%)

Beziiglich dieser Kette kann man sich natiirlich die Frage stellen, wann
Gleichheiten gelten. Fiir k = 1 fillt die Frage, wann I(G) gleich A(G) oder
E(G) ist, mit der Frage zusammen, wann alle Automorphismen (respektive
Endomorphismen) Polynomfunktionen sind. Denn es gilt:

I(G) = Pi(G)

Denn einerseits gilt klarerweise Inn(G) C P;(G) und somit I(G) C P (G).
Andererseits sei p € Pi(G) mit p = agz™ay - ... - a,_12™ a,, dann ist

94



e =ple) =ap-ay-... a1 a.. Wir konnen die Darstellungsform von
p umschreiben:

p=aoxr™ay (ag - ay)r™ (ap - a1) ag-ar-az) ... (ag-ap-...a,_9) "
(ag-ay- ... Gr_otr_1)x"™ (ag-ay- ...  Gr_oGr_1) " £a0 cap ... ar—ﬂrl =
—e
=apr™ag (ag-ay) ... (ag-ai-... ap_sa,_1)x™ (ag-ay-...  Gp_oGp 1)

Also ist p € I(G), also gilt P, (G) C I(G).

Wir werden uns dieser Frage noch einmal kurz im Kapitel 3.6 widmen.
Jetzt wollen wir Eigenschaften von allgemeinen distributiv erzeugten Fastrin-
gen untersuchen.

Ist G eine distributiv erzeugte Kompositionsgruppe, so konnen wir Voll-
ideale auf folgende Weise charakterisieren:

Lemma 3.1.53 Ist G eine distributiv erzeugte k-dimensionale Kompositi-
onsgruppe und A ein Normalteiler A I G, so ist A genau dann ein Vollideal
in G, A<¢ G, wenn

e aofcy,...,cp) €A
e co(0,...,0,a,0,...,0) € A
Va € A und ¢y, ¢, c € G.

Beweis: Sei A<¢G und a € A und ¢, ¢, € G., dann wissen wir nach 3.1.26,
dak ao(c1,...,cx) =00 (c1,...,¢c,) € Aund somit ao (cq,...,cx) € A. Sei
nun ¢ € G, dann ist co (0,...,a,...,0) —co (0,...,0) € A. G ist distri-
butiv erzeugt, d.h. ¢ = w(d;) fiir d; distributiv und w(d;) € W({d;})+—0-
Damit ist jedoch co (0,...,0) = w(d;) o (0,...0) = w(d; o (0,...,0)) da o
rechts-superdistributiv ist. Da d; jedoch (links -) distributiv ist, ist w(d; o
(0,...,0)) =w(0) = 0.

Sei nun andererseits A < G mit den genannten Eigenschaften und seien
Co,C1,- .-, Cx € G und a € A beliebig. Dann ist

(co+a)o(cr,...,cx) —coo(cry... cp) =

=cyo(cr,...,cx)+ao(cr,...,cx) —coo (e, . ck)

=(co+a—co)o(cy,...,cr) €A
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da o rechts - superdistributiv ist und A < G ist. Sei d; distributiv und
i=1,...,k dannist d;o(¢1,...,¢;+a,...,cp) =dio(cr, ... Gy ) +d;o
0,...,a,...,0),alsoist d;o(cy,...,c;i+a,...,cx) —dio(cy, ... Ciy.n. Ck) =
a; € A. G ist distributiv erzeugt, also ist ¢o = w(d;), also ist

coo(Cry. . cita,...,cp)—coo(Cry.e yCiyunr Cp) =

=w(d;)o(cr,...,ci+a,...,ck) —w(d;)o(cry...,CiyonoyC) =
ZIU(le (cl,...,ci—i—a,...,ck)) —w(dlo (Cl,...,Ci,...,Ck)) = (*)
Diese Worter sind Summen von den distributiven Elementen und ihren In-

I
versen, also w(d;) = > +d;. Also ist
i=1

1 l
(*):Z:I:dio(cl,...,ci+a,...,ck)—Zidio(cl,...,ci,...,ck):
i=1 i=1
= tdio(cy, ..., cita, ... cp)—Fdio(cr, ... ¢y oy cp)FEdio(cr, oy Ciy ey Cr)F
+dyo(cy, ..., cita,. .. cp)—Fdso(cr, ... ¢y cp)+Edyo(cr, .oy Ciy ey )+
+dio(eq, ... cita,. .. cp)—xdio(er, ..o ¢y cp)HEdO(Cr, o Gy Cp)—
!
—Zidi0<01,...7ci,...,0k>:
i=1
=da; ++dyo(cry. .. Ciyonnycr) + Fag+ tdao (e, oy ck) + .
!
...+j:al+idlo(cl,...,c,;,...,ck)—Zidio(cl,...,ci,...,ck):**
i=1

A ist normale Untergruppe, also gilt:

sk = a)+ah+...+a;++dio(cr, ... ¢ cp)+Edeo(cr, oGy )t

I
...—i—j:dlo(cl,...,ci,...,ck)—Zj:dio(cl,...,cl-,...,ck):
i=1

=aj+ay+...+aq €A
Also ist nach 3.1.26 A ein Vollideal. O
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Es folgt insbesondere, dak co (aj,...,ax) € A ist, da wir nach 3.1.27
wissen, dak co(aq,...,ar) —co(0,...,0) € Aist. Nach Beweis oben ist aber
co(0,...,0)=0.

Auch die Einfachheit iibertrigt sich von Kompositionsgruppen auf Fast-
ringe:

Proposition 3.1.54 FEs sei G eine distributiv erzeugte k-dimensionale Kom-
positionsgruppe mit Selektorsystem {si1,...,s,}. Dann ist G* ein einfacher
Fastring genau dann, wenn G eine einfache k-dimensionale Kompositions-
gruppe 1st.

Beweis: [18| Kapitel 5, Proposition 2.13.
Beispiel:
o F(X)=(X),alsoist F(X) distributiv erzeugt.

e P.(G)* ist im allgemeinen kein distributiv erzeugter Fastring. Aber
Pr(G)* ist distributiv erzeugt, da

PG ={rao&laeGi=1,....k}) = ({a&a " ae G,i=1,...,k})

(Die Uberlegung verliuft analog zu jener in der Bemerkung zu 3.1.52.)

Dieses Beispiel konnen wir als Sonderfall des néchsten Beispiels erach-
ten, da GG immer ein Normalteiler von sich selbst ist.

e Sei N < G, dann kdénnen wir die Polynomfunktionen von G* auf N*
einschranken und konnen sehen daf diese Menge Py.(G,N) eine dis-
tributiv erzeugte k-dimensionale Kompositionsgruppe ist. Wir werden
uns diesem Beispiel im néchsten Abschnitt widmen.

3.1.6 Einschrankung der Polynome auf Normalteiler
Definition 3.1.55 Es sei G eine Gruppe und N <G. Dann sei: Py(G,N) =
{@lne mit ¢ € P(G)}

D.h. das sind dann Polynomfunktionen auf N mit Koeffizienten aus GG, deren
Bildbereich G ist.

Fir M(G) C F(G) haben wir M(G) als jene Funktionen definiert, die
die Eins auf die Eins abbilden. Also ist

Py(G,N)={p € P.(G,N)|p(1,1,...,1) =1}
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Lemma 3.1.56 Es sei G eine Gruppe und N < G. Dann ist: Py(G,N) C
Fi(N).
Beweis: p(r) € Py(G) lakt sich schreiben als agz™ ai;z™as . . . a,_1x™ a,. Da-
mit ist fiir n € N* p(n) = apn™a;n™ay...a,_n™a,. Da N <G, ist das
=1’ (apa ...a,) fiir ein n’ € N*.

Seip(r) € Pp(G, N) = p(e) = ape™ are™ay . ..a,_1e™a, = apa1as . . . Ap_ 10y =
e=p()=n"-e=neN 0

P(G, Q) ist klarerweise beziiglich Komposition o abgeschlossen, also ist
Pir(G,G) =, P.(G). Die Abbildung ¢ : P.(G) — Pu(G, N) mit ¢(p) = p|y»
ist ein Kompositionsepimorphismus. ((p o ¢)|xx = p|yx © q|nx). Also ist
¢ (Pr(G,G)) = Py(G, N) beziiglich o abgeschlossen, und damit eine Kom-
positionsuntegruppe von Fj(G). Daher ist ?Z(G, G) =, FF(N).

Betrachten wir P(G, N) fiir die minimalen Normalteiler N der endlichen
Gruppe G, so gibt es nach A.8.28 zwei Fille: NV ist entweder eine elementar
abelsche p-Gruppe oder direktes Produkt nicht abelscher einfacher Gruppen.
Proposition 3.1.57 Sei G eine endliche Gruppe und N eine abelscher mi-
nimaler Normalteiler von G. Dann ist F:(G, N) ein einfacher Ring.

Beweis: siehe [18] Kapitel 5 Proposition 2.31

Diese beiden Fille beinhalten wegen A.8.28 alle minimalen normalen abel-
schen Untergruppen von G. Also bleibt noch die nicht abelschen minimalen
Untergruppen zu untersuchen:

Proposition 3.1.58 Sei G eine endliche Gruppe. N nicht abelscher, mini-
maler Normalteiler von G. Dann ist Py(G, N) = {¢ € F(N)|p(e) = 1}.

Beweis: siehe [18] Kapitel 5 Proposition 2.4

Die Menge P(G,N) ist in diesem Fall also die groftmogliche. Alle Ab-
bildungen € Fi(N) , die ¢ auf 1 abbilden, sind bereits Polynome € Py(G, N).

Die obigen Sitze gelten fiir einfache Gruppen fiir P.(G), denn ist G
einfach, so ist G ein minimaler Normalteiler.
3.2 Lange

Wir konnen den kanonischen Epimorphismus ox[G] : G[X] — Pi(G) be-
trachten. Nach dem Homomorphiesatz gilt

G[X]/ker(ox|G]) ~ Pi(G)
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Da 04[G] ein Kompositionshomomorphismus ist, gilt das auch wenn die bei-
den Mengen als Kompositionsgruppen betrachtet werden. Die Elemente aus
ker(ox|G]) wollen wir bezeichnen:

Definition 3.2.1 Polynome p € G[X], fir die gilt: or(p) = 1, d.h. p €
ker(ox|G]) nennen wir annihilierend.

Sei nun € : G — F(X) der Homomorphismus, der jedes Element von G
auf die Eins in F(X) abbildet: € : ¢ — 1. Nach 3.1.11 gibt es also fiir €
und idp(x) einen eindeutigen Homomorphismus \;[G] : G[X] — F(X) mit
MGl p(x) = idpx) und A\i[G]|e = €. Insbesondere gilt also fiir p € G[X] mit
p = w(g;; x;) als Darstellung als Wort in geeigneten g; und z;: \;[G](p) =
Ae[Gl(w(gis 25)) = w(l; ;).

Das ist klarerweise ein Epimorphismus, da i¢dp(x) bereits surjektiv ist.

Definition 3.2.2 Wir nennen \;|G]| den Lingenepimorphismus von G,
Ly |G] = M\|G] (ker (0x|G])) das Langenideal von G.

Wir nennen Lj[G] Lingenideal und nicht Linge von G (wie z.B. in [18]),
da es dem Autor ,natiirlicher erschien, dem Begriff Linge eine Zahl zuzu-
ordnen. Daf Li[G] tatsichlich ein (Voll-)Ideal ist, werden wir noch zeigen!

Bemerkung: Worauf bildet nun \;[G] ein Polynom ab? Sei zuerst k = 1,
dann 14t sich p € G|x] darstellen als

p = apr™a1x™...a,_12""a,

Dann ist

M[Gl(p) =1 2™ 2™ .- 12" 1=uz=

Ist £ > 1, soist p=aegr™aix™...a,_1t" a,, also ist

MGl (p) = g™ . e™

r
i

Das ist jedoch i.A. # p‘;n .
Betrachten wir p € G[X]*, so lift sich p darstellen als

K K K
p=air tagrT? . ar Ay
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Dann ist

(i.a.) Z K;
MGIp) =1t 12 = e £ e
Bemerkung: F(X) ist klarerweise beziiglich der Komposition
Wq © (wl,...,wk) = ’wo(wl,...,l'k)
eine Kompositionsgruppe mit dem Selektorsystem {xi,zo,...,x;}. Weiters

ist F(X) ~ {1}[X], da {1}[X] = W(LUX)/R = W(X)/R = F(X), da 1

eine unare Operation ist.
Lemma 3.2.3 )\,[G] ist ein Kompositionshomomorphismus.

Beweis: Wie bereits erwdhnt ist A\;[G] ein Epimorphismus. Da F(X) =
{1}[X] ist, ist also [F(X);-,7!, 1, 0] eine k-dimensionale Kompositionsgrup-
pe mit Selektorsystem {z1,...,x;}. Nach Definition ist A\;x[G] die eindeutige
Erweiterung des Epimorphismus G — {1} und ist somit nach 2.1.21 ein
Kompositionsepimorphismus. O

Aus diesem Satz erklért sich die Bezeichnung von Li[G], denn ker(oy[G])
ist ein Vollideal, daher ist nach 3.1.29 Li[G] = \¢[G] (ker(ok[G])) tatséchlich
auch ein Vollideal. Li[G] ist auch Unterkompositionsgruppe, im allgemeinen
jedoch ohne Selektorsystem.

Bemerkung: Fir X = {z} ist F(X) = W(X)/R = W({x})/R, also ist
F(X) zyklisch und somit abelsch. Klarerweise ist £'(X) nicht endlich, und so-
mit ist F(X) ~ Z, wobei der Isomorphismus ¢ : [F(z1);-,7 !, e] — [Z,+, —,0]
gegeben ist durch z¥ +— k abbildet. ¢ ist auch ein Fastringisomorphismus
von [F(x);-,7 % e, ,x] nach [Z;+,—,0,-,1] da g(z" o z2) = ¢(zl2) = Iy - [, =
o(a) - s(x)

Fir £ = 1 konnen wir also die Abbildung | : G[z] — Z betrachten
mit [ = ¢ o A\;[G], diese ist ein Fastringepimorphismus, die jedes Polynom
p = agx™axz™...a,_1x"a, auf l(p) = > n; abbildet. Dies wollen wir als

i=1
Linge bezeichnen (vergleiche [29]), und soll uns unter anderem als Motivation
fiir die Namensgebung dienen.

Insbesondere wird A;[G](ker(o1][G])) durch ¢ auf ein Ideal von Z abgebil-
det. Es gibt also eine positive ganze Zahl A\(G) sodaf ¢(L1[G]) ~ A(G) - Z.
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Somit ist A\ [G](p) € L1[G] <= A(G)|l(p). Dieser Liangebegriff fiir den ein-
stelligen Fall wird in [29] untersucht.

Wir kénnen diesen Langenbegriff fiir beliebige k£ > 0 definieren:

Sein; : [F(X);-,71,1,0] — [Z;+,—,0,] die Erweiterung der Abbildung
xj — 0;; zu einem Homomorphismus, wobei d;; das Kronecker-Symbol, d.h.
5"_{ 1(ez) i=j
Y 0(€Z) sonst

Es sei m; : G[X]* — G[X] die i-te Projektion der Polynomgruppe (im
Unterschied zu & : G* — G).

Wir kénnen nun eine Funktion von den Polynommatrizen in die k X k -
Matrizen ganzer Zahlen finden:

. Es gilt somit n;(x;z;) = ni(z;) + ni(z;).

Definition 3.2.4 FEs sei
G[G): [GIX)F; 7 1, 0,ide] — [Mi(Z); +, —, 0, -, 1]
jene Abbildung mit
Ce[G](p) = ((n; 0 Mk[G o mi) (p))

fiirp = (p,...,px) € G[X.
Wir nennen (x|G|(p) die Lingenmatrix von p.

Durch direktes Rechnen analog zu 3.1.18 kann man zeigen

Lemma 3.2.5 (;[G] ist ein Fastringepimorphismus.
Definition 3.2.6 [(y) = det ((1[G]()) heifit die Lidnge von ¢

Bemerkung: Wie bildet [ nun Polynome ab? Sei wieder zuerst £ = 1. Dann
ist p = apx™ a12™...ar_12"" a,.
M[G(p) = 2= = GIGl(p) = n; | 2= ) = X i
i=1
Sei nun k& > 1. Dann ist fiir p € G[X]*, p = arrfraur® ... axfa,.
Also ist

T

i @) (1) i (1) (;
mi(p) = 0 ey a0 el
— GlGl(p) = ((nj 0 Me[G] o mi) (p)); = (KZ)Z-])
=1 ij

Also ist (x[G](p) = lzs: K;. Und somit [(p) = det(i K;)
-1

=1
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Fiir abelsche Gruppen gilt: (,[G] (ax®) = K (vgl. Bemerkung nach
3.1.18).

Da det(A - B) = det(A) - det(B) und det(1) = 1 gilt, ist [ : [G[X];0,1] —
[Z; -, 1] ein Halbgruppenhomomorphismus, der klarerweise surjektiv ist.

Untersuchen wir nun vorerst weitere Eigenschaften von A\i[G] und Ly [G]:

Li[G] ist nicht nur normale Untergruppe (weil Vollideal) von F'(X), son-
dern sogar voll invariant. D.h. dieses Ideal ist nicht nur beziiglich aller innerer
Automorphismen, sondern aller Endomorphismen von F'(X) abgeschlossen.
Li(G) ist eine Wortuntergruppe (siehe A.8.33).

Proposition 3.2.7 L;[G] ist eine Wortuntergruppe, also insbesondere voll
imvariant.

Beweis: siehe [18] Kapitel 5, Proposition 1.12.

Satz 3.2.8 Ist \y(p) & Me(q) - Li[G] = 04[G](p) # 04[G](q)

Beweis: Denn sei angenommen o, [G](p) = 0%[G](q) = 0[G](p)-0%[G](q) "
1 = o[Gl(p-¢') =1 = p-q ' € ker or|G] = MNJG](p-¢') €
Li[G] = Xe[G](p) - M[Gl(a) ™" € Li[G] O

Das heifst, dak Polynome, die dieselbe Polynomfunktion reprisentieren,
durch A;[G] in dieselbe Nebenklasse beziiglich L;[G]| in F(X) abgebildet
werden. D.h. o : P(G) — F(X)/Li(G) definiert durch o(ox[G](p)) =
Mi[G](p) - L [G] ist ein wohldefinierter Epimorphismus und das Diagramm in
Abb. 3.1 ist kommutativ. D.h. durch Kenntnisse der Léngenideale konnen
wir etwas iiber das Wortproblem aussagen.

Eine weitere Eigenschaft zeigt, dak das Léngenideal von Gruppen eine
salgebraische* Eigenschaft insofern ist, daf isomorphe Gruppen dasselbe Lén-
genideal zugeordnet haben.

Lemma 3.2.9 Ist H ~ G, so ist Ly[H] = L[G].

Beweis: [18] Kapitel 5, Lemma 1.11.

Dieses Resultat kann sich in seiner Umkehrung als niitzlich erweisen.
Denn um Isomorphie zu zeigen muft man ,nur” einen Isomorphismus an-
geben, wihrend der Nachweis, daf es keine Isomorphie gibt, manchmal nicht
so klar ist. Isomorphe Gruppen miissen jedoch gleiche Lingenideale haben,
sodafs eine Untersuchung dieses Ideals in dieser Frage Sinn haben kann.
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O'k[G]

G[X] - P(G)
e a
F(X) ) ~ F(X)/L[G]

Abbildung 3.1: Lénge und Polynomabbildungen

Proposition 3.2.10 G[X]/keroy[Glker\|G] = F(X)/Ly[G)]
Beweis:
F(X)/Li(G) = M|GIGX]) /Ml G] (ker (0k[G])) ~
~ (G[X]/ker (0x[G])) / ker (A:|G]) = G[X]/ (ker (04]G]) - ker (A[G]))
nach A.8.15 und A.8.19. O

Satz 3.2.11 Sei G eine Gruppe. k € Z, k > 1. Es sei X = {x1,...,x}.
Die folgenden Figenschaften sind dquivalent

1. Ly|G] = F(X)
G[X] = ker(ok[G]) - ker(A\:]G))
3,1 <i<k:z; € Lg(Q)

T € E(PLG)") mit MG (p) € LilC]*
6. Vp € E(PL(G)¥) : M[G)(p) € Li[G)F

Beweis: 1 =— 3,1 =4, 1 = 5 und 1 = 6 ist klar. Ebenso 4 = 3 und
6 = 5. 1 <= 2 folgt aus Proposition 3.2.10

3 = 1 folgt, da wir aus Lemma 3.1.37 wissen, daft mit ¢ € A, A Vollideal
von F(X) = 1[X], auch go (py,...,px) € Afiralle p; € F(X),i=1,...,k.
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Ist also x; € Li(G) so ist auch z; 0 (1,...,1, \[G](p), 1,...,1) = Ne|G](p) €
A.
Es bleibt also noch zu zeigen 5 == 4. Seien nun also p und q in £(P(G)¥),
mit
o[G]*(p) 0 ox[G]"(a) = ow[G]*(p 0 ) = idgn
also ist
(poq) 17" € kero,[G]F

Und somit gilt
(Me[GF(p o q)) - M[GI* (™) € Li[G]
also

AlGIE (') € (A[G) (0 0 9) 7 Li[G]

Sei nun M\ [G)*(p) € Li|G]. Da Li|G] ein Vollideal ist, gilt somit A\ [G]*(p) o
Me[G)%(q) € Li|GJ*, also A\ [G](p o q) € Li[G]. Damit ist also

(@1, 2n) = M[GI* (") € ([G)*(p 0 9)) 7' Li[G] = Li[G]

Bemerkung: Es gilt also

e Fiir Gruppen, wo das Langenideal nicht ganz F(X) ist, wird kein in-
vertierbares Polynom in L;[G]* abgebildet.

e Fiir eine Gruppe, die eine der Bedingungen erfiillt, kann jedes Polynom
p als Produkt zweier Polynome ¢, g2 dargestellt werden, wo eines durch
den Léngenepimorphismus auf 1 abgebildet wird und das andere als
Polynomfunktion identisch 1 ist.

e Fiir einstellige Polynome, k = 1, betrachte A(G) aus der Bemerkung
vor 3.2.4. TIst A(G) = 1 so ist genau dann L;[G] = F(X), also sagt
dieser Satz, dak fir A(G) # 1, A(G) nicht [(p) teilt!

Die folgende Eigenschaft folgt direkt aus der Definition des Langenepi-
morphismus:

Lemma 3.2.12 FEs seien G und H Gruppen. Ist ¢ : G — H ein Homomor-
phismus, so ist fir alle k

M[G] = A[H] 0 [ X]

Ist n ein Epimorphismus, so ist das Diagramm in Abbildung 3.2 kommutativ.
Insbesondere ist Ly|G] C Li(H), wenn es einen Epimorphismus n: G —
H gibt.
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PL(G) P.(H)
0, [G] oy H]
nX]
GX] H[X]
)\k[CN /k [H]
F(X)

Abbildung 3.2: Beziehung der Lingenepimorphismen

Beweis: Sei ¢ : G — H ein Homomorphismus, dann ist fir p = w(g;; z;)

[ X](p) = e[ X](w(gs; z;) = w(p(g:); 7;)

Somit ist aber
Ae[Gl(p) = w(L;25) = M[H] ([ X](p))

;) =

Sei n € Epi(G, H). Ist \|G](p) € Li(G), so ist obdA p € ker(ox[G]),
dann ist 0x[G|(p) = 1, also ist Py(n)(ox[G](p) = 1. Damit ist jedoch
or[H](n[X](p)) = 1. Also ist n[X](p) € ker(ox[H]. Daraus folgt:

Ae[H|(n[X](p)) € Li(H).
Nach oben gilt also: A\x[G](p) € Lx(H). Somit gilt also: Lix|G] C Liy[H]. O

Proposition 3.2.13 Ist N I G, so ist Li[G] C Lg|G/N]. Weiters gilt
Liy[G/N] o Ly[N]* C L;|G]

Beweis: Die Beziehung Li[G] C Ly[G/N] folgt mit 7 : G — G/N aus 3.2.12.

Sei nun \;[N](p) € Li(N), wihle obdA p so, dak p € ker(oix[N]). Sei
weiters fir | = 1,...,k M\(q) € L(G/N) mit q; € ker(ox[G/N]). Es ist also
ok|G/N](q) = 1, also ist Vg; € G,i = 1,...,k : q(¢1N,...,gxN) = N. Da
q € G/N[X] existiert ein ¢, € G[X] mit 7[X](q]) = ¢, wobei 7 : G — G/N
der kanonische Epimorphismus sei. Dann ist also

(=[X] (&) (@1, .., e ) = N

ausfiihrlicher angeschrieben heifit das
(ok[G/N] (7 [X] (@) (1N, geN) = N
= (Biu(m) (0x[G] (q1))) (w(g1), - - 7(gr)) = m(1)

105



]
= (ox[G] (@) (g1, -, gk) € ker(m) = N
= or[N] (p) ((0r[G] (q1) , - - - ok[G] (qk)) (g1, gr)) = 1
= 0[G] (p) (olG] (q1) 5 - - - o[G] (qk)) (g1, gr) =1
[

= oGl (po(qy,---,q.) (g1, gr) =1
< (po(qy,---,q)) € kerog[G]
= Me[G](p) o (M[G](dh) 5 - - -, MG (q1) € Li[G]
O

Proposition 3.2.14 Es seien G1,Gy Gruppen. Lp|Gyp x Gs] = Li[G1] N
Ly |Go

Beweis: siehe [18] Kapitel 5, Proposition 1.2

D.h., bei der Untersuchung des Lingenideals von Produkten miissen wir
nur den Durchschnitt der Faktoren betrachten.

3.2.1 Endliche Gruppen

In diesem Abschnitt werden kurz Aussagen fiir das Langenideal endlicher
Gruppen zitiert.

Proposition 3.2.15 Sind G1,Gy endliche Gruppen und G = Gy X Gs.
Dann ist der Dekompositionshomomorphismus 7o @ Pu(G) — Pp(Gy) X
Pi(Gs) (2.1.31) ein Isomorphismus genau dann wenn Li[G1] - Li[Gs] =
F(X).

Beweis: [18] Kapitel 5, Korollar 1.22

Lemma 3.2.16 Ist G eine endliche einfache nicht abelsche Gruppe, so ist
Li[G] = F(X) Vk.

Beweis: [18] Kapitel 5, Korollar 2.43

In diesem Fall treffen also alle in 3.2.11 zitierten Bedingungen ein.
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3.3 Polynompermutationen
Wir wollen nun die Halbgruppe Uy (G) = Pk(G)kﬂSm) untersuchen. Wir
konnen fiir Gruppen einige grundlegende Resultate formulieren:

Lemma 3.3.1 Sei G eine Gruppe. Die Abbildung pi(x) = ar € Ui(G)
= po(r) =1 € Ui(G)

Beweis: Klarerweise sind beides Polynome. Verwende A.3.8. Es gilt: p; =
(ar) o po und ps = (a7 'x) o p;. D.h. p; injektiv <= py injektiv.

Sei b = (b1, b, ..., by) beliebig € G*, dann bildet ¢(r) = ar das Element
a~!-b auf b ab. Also ist q(x) surjektiv. D.h. aber mit pi,q ist auch p,
surjektiv, mit ps, ¢’ = a~'r auch p;. a

Insbesondere folgt , dak ar in Uy (G) (das ist jedoch klar, weil die Links-
translation immer bijektiv ist). Weiters ist auch klarerweise Inn (Gk) -
Uk(G).

Wir wissen, daf nach 2.3.4
E(Pe(A)F) C Ur(A) C C(PL(A))

gilt, sowie, daft im endlichen Fall Gleichheit gilt. Im allgemeinen sind diese
Inklusionen jedoch echt. Fiir den zweiten Teil konnten wir bereits eine Grup-
pe angeben, fiir die diese Inklusion echt ist. (In der unendlichen zyklischen
Gruppe ist £ & U;(A) aber £2 € C(P(A)).) Fiir die erste Inklusion konnten
wir nur ein Gegenbeispiel aus der Varietit der Ringe angeben.

Wann gilt die erste Gleichheit in der Varietét der Gruppen? Wann ist sie
echte Inklusion? Diese Frage féllt mit der Frage, wann U(G) eine Gruppe
ist, zusammen.

U,(G) ist Gruppe <= E(P,(G)*) = U,(G)

Wir werden uns diese Frage ab dem néchsten Abschnitt widmen, zuerst
im Fall von abelschen Gruppen.

Doch zuvor sei noch kurz der Fall £ = 1 betrachtet und der Exponent der
Gruppe exp(G) als endlich voausgesetzt. Es gehort dann die Polynomfunk-
tion £" genau dann zu Uy (G), wenn ggT'(n,exp(G)) = 1.

Denn es gilt einerseits, wenn exp(G) endlich ist, dak

ggT(n,exp(G)) =1= A, I':1-n+1'-exp(G) =1
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— gl-nJrl’-ezp(G) _ 5 — él-n . él’-exp(G) _ é} — £l-n :f
<:>€loé-n:§n0§l:£
Also ist £™ invertierbar, i.e. " € E(P1(G)) C Uy (G).

Sei " € U;(G) und sei angenommen d = gg7'(n, exp(G)) > 1. Sei p prim
mit p|d. Da es zumindest p Elemente g € G gibt mit g" = e, ist " nicht
injektiv, Widerspruch.

Daraus folgt insbesondere, dak fiir £* € U1(G) gilt £" € E(P(G)).

Also zusammengefalst

Lemma 3.3.2 Es sei G eine Gruppe mit endlichen Exponenten, dann gilt

§" € Ui(G) <= ggT'(n,exp(G)) =1 == " € E(P1(G))

3.3.1 Abelsche Gruppen

Wir wollen zuerst beliebige abelsche Gruppen betrachten und einige Eigen-
schaften von P,(G)* und Uy(G) angeben.

Fiir den eindimensionalen Fall konnen wir die folgende Aussage treffen.
Dazu sei ¢ die Eulersche -Funktion (A.7.4).

Proposition 3.3.3 Ist G abelsch, so ist Uy(G) dann und nur dann eine
Gruppe, wenn sie entweder

(1) nur durch Elemente der Form p(x) = a - x reprasentiert wird oder

(11) exp(G) endlich ist.

Gilt (i) so ist Uy(G) =~ G, gilt (ii) so ist Ui(G) = {a-t*la € G,k € Zeypc)
99T (k,exp(G)) = 1}, also ein halbdirektes Produkt von G und &(Zeup(c))-
Fiir endliche G gilt also |U1(G)| = |G| - ¢ (exp(g))

Beweis: Wir wissen, dak a - € Uy(G) ist. Sei nun U;(G) eine Gruppe,
in der auch ein Element a - €% mit & > 1 enthalten ist. Nach 3.3.1 ist also
auch &% € Uy(G) = E(P(G)). Daher gibt es ein p = b¢' € Pi(G), sodah
(b&') o &8 = €F o (b€') = &, insbesondere folgt durch das Einsetzen der Eins,
dakk b =1 ist. Also ist
fl-k — gk-l — 5 —
R =1 = eap(Q)|(1 -k —1)

Der Exponent ist insbesondere endlich, da [ -k — 1 # 0.

Enthélt umgekehrt U;(G) nur die Linkstranslationen, so ist klarerweise
U1(G) ~ G und somit eine Gruppe. Ist der Exponent der abelschen Gruppe

G endlich, so enthélt U;(G) nach den Lemmas 3.1.6, 3.3.2 und 3.3.1 nur
solche a - €, fiir die gilt ggT'(k,exp(G)) = 1. Wieder nach Lemma 3.3.1
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folgt, dak & € £(P,(G)). Da a-¢ fiir alle a € G klarerweise in dieser Gruppe
liegt, folgt U1(G) C E(P1(G)) und somit Gleichheit. Also ist Uy (G) Gruppe.

Nach 3.1.13 kénnen wir uns auf jene £* mit 0 < k < exp(G) beschrin-
ken. £ = {a-£&la € G} ist ein Normalteiler von U;(G), denn (b-z*) o
(a-x) = (a"-z)o (b-2*). Fiir P = {*ggT(k, exp(G)) = 1} gilt klarerwei-
se P ~ Peap) = E(Zeapery) und PNL = {1}, alsoist U1 (G) ~ GXPeapcy O

Es folgt, daf die Inklusion £(P(G)) C Up(G) im allgemeinen echt ist!
Wir wissen, daf sie genau dann nicht echt ist, wenn U;(G) eine Gruppe ist.
Denn sei z.B. [Z,+,—,0], dann kann z + z nicht durch a + = dargestellt
werden, also ist U;(G) nach oben keine Gruppe.

Proposition 3.3.4 Ist G periodisch und abelsch. Uy(G) ist genau dann eine
Gruppe, wenn G endlichen Ezxponenten hat oder unter den Ordnungen der
Elemente von G jede Primzahl vorkommdt.

Beweis: Ist U;(G) Gruppe und hat G nicht endlichen Exponenten, so ist
nach 3.1.18 U;(G) = {¢€|g € G}. Alle Abbildungen der Form z + ¥ mit
k > 1 sind somit keine Permutationen auf GG. Da G periodisch ist, ist es
nach A.8.35 direktes Produkt von eindeutig bestimmten primér abelschen
Gruppen G,,, d.h. es existiert ein [, sodak exp(G,,) = pl. Ist (k,p;) = 1 fiir
alle diese p;, so ist  — x* nach 3.3.2 eine Permutation auf G,, und somit
auf ganz G.

D.h. fiir alle £ € Z muf es ein p, geben, sodaf p,|k. Also miissen in den
primédren ableschen Gruppen G, alle Primzahlen vorkommen. O

Wir werden uns nun im néchsten Abschnitt den Polynompermutationen
der endlichen, abelschen Gruppen zuwenden.

3.3.2 Endliche abelsche Gruppen

In diesem Abschnitt sei die abelsche Gruppe G als endlich vorausgesetzt.

Wir wissen, daf die Polynommatrizen iiber abelsche Gruppen die Form
a¢® haben. Diese Behauptung ist fiir endliche Gruppen aber umkehrbar,
sodak diese Gestalt der Polynompermutationenmenge klassifizierend fiir die
abelschen Gruppen ist:

Satz 3.3.5 Alle Elemente aus Uy(G) haben die Gestalt » (¥) = a -t genau
dann, wenn G abelsch ist.

Beweis: <= Diese Richtung ist wegen 3.1.10 klar.
= Sei k > 1 und p = coz10121C2...Cp_ 1216, € Pi(G) ein beliebiges Polynom
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in ;. Nach Voraussetzung gilt

m

CoT1C1L1C2...Cpy—1L1Cm a;r™
m

T agr™

m

T arl b

D.h. die Voraussetzung ist auch fiir k£ = 1 erfiillt. Wir zeigen, dafs daraus G
abelsch folgt.

Sei also k = 1. Alle p € U;(G) lassen sich also als z — ax™ darstellen.
D.h. auch die Rechtstranslation p, = x - b 1aft sich so darstellen:

z-b=ax

Setzen wir das Einselement ein, so sehen wir, dalk a = b ist. Das n ist
natiirlich von b abhéngig, sodal wir n = n(b) schreiben. Es gilt dann

und somit

bl.p.p= "0
Also kann man zu jedem inneren Automorphismus 7, = b-x -b~! ein n €
Beap@) = €(Zegpe:) zuordnen, also

7 n(bt)

Diese Abbildung ist nach oben injektiv und ein Homomorphismus [Inn(G); o] —
[Beaupc; -]- Insbesondere ist Inn(G) also abelsch. Damit ist jedoch G/Z(G) ~
Inn(G) abelsch. Somit ist G jedoch nilpotent (der Klasse ¢(G) < 2), so-
mit also Produkt seiner p-Sylowgruppen G, . Also gibt es ein h € G mit
o(h) = exp(QG) (siehe A.8.23).

Setzen wir in die obere Gleichung b ein, so folgt b=! - b-b = v™®) also
p*®=1 = 1 fiir alle b. Also gilt fiir das gerade gefundene h, dak expG|k(h)—1.
Also gilt, wenn gilt expG - m = n(h) — 1 fiir ein m € N

® gn(h)—l — gepr-m =1 «— gn(h) :f
o hith=¢"W = ¢ — h e Z(G)

Daraus folgt, dak exp(Z(G)) = exp(G). Fir z € Z(G), b € G gilt also
R0 = b=12b = 2. Also expG|n(b) — 1 und £"®) = ¢, Somit ist also &b = b
fiir alle b € G, also ist G abelsch. O
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Eine analoge Aussage fiir einstellige Polynompermutationen kann fiir (be-
liebige) kommutative Halbgruppen mit Eins gemacht werden. Wir werden
uns kurz diesem Thema in Abschnitt 3.4 widmen.

Es kann ein weiterer interessanter Sachverhalt bemerkt werden. Aus
G ~ H folgt klarerweise, dak Uy(G) ~ Ux(H). Fiir abelsche Gruppen und
einstellige Polynompermutationen gilt die Umkehrung:

Proposition 3.3.6 Es seien G, H abelsche Gruppen mit U1(G) ~ Uy(H),
dann ist G ~ H.

Beweis: siehe [20] Satz 1

Fiir endliche Gruppen kann der zweite Teil von 3.3.3 auch fiir mehrstel-
ligen Permutationen formuliert werden:

Proposition 3.3.7 Sei G endlich, abelsch. Dann ist Uy(G) isomorph zum
semidirekten Produkt von G* mit den Einheiten von My (Zepe:), den k X k-

Matrizen tber den ganzen Zahlen modulo expG. Py(G) ist isomorph zum
halbdirekten Produkt von G* mit My(Zespc)-

Ur(G) ~ G* X, € (Mk (Zezp(G)))

Po(@)F ~ G* )y Mi(Zewp(c))

Also gilt insbesondere
UG =161 galexp(G))

|P(G)] = |G* exp(G)*,
wobei @, die verallgemeinerte Eulerfunktion (siche A.7.6) ist.

Beweis: Nach 3.1.10 iRt sich p € PF(G) reprisentieren durch ar™. Fiir
q € Pp(G)F gilt somit q = M. Sei v : PL(G)* — My(Zewps) mit q —
(mi; mod exp(Q))ij. Ist T 1 Z — Zegpe mit z — z mod exp(G). Dann ist
ein Fastringepimorphismus, denn klarerweise gilt m(z; + 22) = m(21) + 7(22)
und (21 - 22) = w(21) - m(22). Y(p) Lkt sich schreiben als 7% o [G](p),
wobei (;[G] die Lingenmatrixabbildung aus 3.2.4 ist, 7%** die Funktion sein
soll, wo 7 auf jeden einzelnen Eintrag angewendet wird und p’ ein Polynom
in G[X* mit o4 [G]*(p") = p.

7#*k ist auch ein Epimorphismus, denn einerseits gilt fiir zwei k& x & Ma-
trizen A, B klarerweise ¥ (A+ B) = 7k (A) 4+ 7%**(B), denn die Addition
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von Matrizen entspricht der komponentenweisen Addition. Andererseits be-
trachte C' = A - B, dann ist der Eintrag von C' in der iten Zeile und jten

Spalte
k
Cij = Z ai - by
Somit gilt

(T*(A-B)), = <Z it - blj) =

=1

= Zﬂ' (ag - by) = ZW (a) - 7 (bij) =

=1

— (ﬂ.kxkz (A) . ﬂ_kxk (B))

]
Ist v eine wohldefinierte Funktion, so ist sie daher ein Epimorphismus.
Das ist sie, denn angenommen ™ und ™’ reprisentieren die selbe Funktion,

dann gilt das in jeder Koordinate i: t™ = ™ <= o' -2)". 2] = xTﬁ :
Ty x;n’“ Das gilt natiirlich auch angewendet auf (1,...,1,y;,1,...,1)
fiir beliebige j =y = y;n” . Also ist y;-mjfm” = 1, also teilt expG m;;—mj;

= Myj Zcapc My;- (Vergleiche 3.1.16 )

Hieraus sieht man auch, dafs v injektiv ist. Also ist v ein Fastringisomor-
phismus von Pj(G)* nach My (Zeopa).

Jedes p € P,(G)" 14kt sich schreiben als

p=pe) ((p(e))™ - p)=ple)-q

mit q € Pr(G)*. Also ist P.(G)* = G* - Pu(G)* fiir G* C P,(G)*. Klarer-
weise ist G N P(G)* = {1}, also ist P,(G)* das halbdirekte Produkt dieser
Mengen.

Welche Polynome p aus Pj(G)* sind invertierbar? Da « ein Isomorphis-
mus ist, sind das natiirlich genau jene, fir die v(p) € E(My(Zewpc)). Nach
3.3.1 ist p genau dann Permutation, wenn (p(e))”" - p das ist. Somit folgt die
Behauptung. O

Fiir abelsche Gruppen ist, wie man hier leicht sieht, Pj(G)* = T).(G)*.
Die Termfunktionen sind nach dem obigem Beweis ein Ring. Also gilt

Korollar 3.3.8 Es sei G eine abelsche Gruppe, dann ist Py(G)F = Ti(G)*
ein Ring mit Eins.
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3.3.3 Endliche Gruppen

Betrachten wir in diesem Abschnitt beliebige endliche Gruppen. Wir konnen
2.3.5 Punkt 3 fiir endliche Gruppen formulieren und verschérfen:

Lemma 3.3.9 Sei G endliche Gruppe, n: G — H ein Epimorphismus und
Pi(n) : Pe(G) — Py(H) die Erweiterung zu einem Kompositionsepimorphis-
mus (2.1.26). Dann gilt: PF(n) (U(G)) = U(H).

Beweis: siehe [18] Kapitel 5, Satz 3.3

Daraus folgt direkt:

Korollar 3.3.10 Ist G nicht einfach, so ist der Fastring [Uy(G);-, 7', 1,0,1"]
nicht einfach. (Und damit ist weder die Gruppe [Un(G);-, "', 1] noch die
Halbgruppe mit Eins [Ux(G); 0,1 einfach.)

Beweis: Es sei ¢ : G — H ein Homomorphismus in eine Gruppe H, der
kein Monomorphismus ist und nicht auf die einelementige Gruppe abbildet.
D.h.:

{1} C Ker(p) C G

Dieser Homomorphismus existiert, da G' nicht einfach ist. ¢ ist klarerweise
ein Epimorphismus ¢ : A — ¢(A). Also kénnen wir die Abbildung Py ()" :
P.(A)* — Py(p(A))F betrachten. Sei a € Ker(p)*, dann ist p = a in
Ker(Py()%). Fiir b € (G\Ker (¢))* ist aber q = b nicht in Ker(Py(¢)").
Also gilt

{1} € Ker(Pu(¢)") € U(G)

Somit ist mit 1.1.29 der Fastring Uy (G) nicht einfach. O

Proposition 3.3.11 Seien Gy, Gy zwei endliche Gruppen und G = G X
Gy. Dann bildet der Dekompositionshomomorphismus yo7y (2.1.84) Up(G)
genau dann isomorph auf Ux(G1) X Ux(G2) ab, wenn entweder

1.) Li(Gh) - Li(Gs) = F(X) oder

Beweis: siche [18] Kapitel 5, Satz 3.31

Korollar 3.3.12 Sind Gy, Gy endliche Gruppen und ggT(|G1|,|Ga]) =1,
dann bildet 1)y o 7§ Up(Gy x Gy) isomorph auf Uy(G1) x Up(G2) ab. Also

Uk(Gl X Gg) ~ Uk(Gl) X Uk(GQ)
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|Gl

Beweis: Vg € G; gilt: ¢/%! = 1. Sei p = T

A [Gil (xLG‘> =" € LGl
Da |G| und |Gs| teilerfremd sind, gibt es n,n’, sodak n- |G1|+n'-|Ga| = 1.
Damit ist aber

.= p € ker iG] =

g = g} = g 1HGl il antlGel e p TG - LG Vi

K3 (2 7 3

= Li|G1]Li|G2] = F(X) Mit Proposition 3.3.11 folgt die Behauptung. O

Klarerweise sind die Félle von einstelligen (k = 1) und mehrstelligen
(k > 1) Polynompermutationen teilweise deutlich unterschiedlich. FEinen
deutlichen Unterschied kénnen wir im néchsten Satz sehen:

Proposition 3.3.13 Fiir das Zentrum Z([Uy(G);o0]) gilt
o Z(U,(@)) ={px)=c-x,c€ Z(G),c* =1}
o Z(Uy(@)) = {e} firk>1
Beweis: Erster Teil: siehe [25] Satz 5 . Zweiter Teil: siche [26] Satz 6

Korollar 3.3.14 Fir k > 1 und |G| # 1 kann Ug(G) nicht nilpotent sein.

Beweis: Das folgt direkt aus dem vorherigen Satz und der Definition von
Nilpotenz. O

Ingesamt kann gezeigt werden:

Proposition 3.3.15 Ist G endlich, dann und nur dann ist Ux(G) nilpotent,
wenn entweder

o |G| =1, oder
e k=1 und G ist eine 2-Gruppe.
Beweis: [18] Kapitel 5, Korollar 4.44

Die in 3.2.6 definierte Lénge hat fiir die Polynompermutationen Bedeu-
tung und es kann eine Aussage dhnlich zu jener am Anfang dieses Abschnitts
getroffen werden.

Satz 3.3.16 Ist G # {1} eine endliche p-Gruppe, dann ist p € G*[X] genau
dann Polynompermutation, wenn p nicht 1(p) teilt. Also

p € Up(G) <= ggT(p,l(p)) =1
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Beweis siehe [18] Kapitel 5, Satz 4.41

Daraus folgt direkt

Lemma 3.3.17 Ist G # {1} eine endliche nilpotente Gruppe, dann ist p €
G*[X] genau dann Permutationspolynommatriz, wenn ggT (I(p), |G|) = 1.

Beweis: Die Gruppe G ist nilpotent, damit nach A.8.75 das direkte Pro-
dukt ihrer Sylow p,-Untergruppen G,,. Also ist nach 3.3.12 U, (G) direktes
Produkt der Uy(G,, ). Nach oben 3.3.16 folgt die Behauptung. O

Eine Richtung dieser Aquivalenz ist sogar charakeristisch fiir nilpotente
Gruppen:

Satz 3.3.18 Es sei G endlich. Wenn fiir alle p € G*[X] aus der Bedingung
99T (1(p).,|G|) =1 folgt, daf$ ox|G] (p) € Up(G) ist (d.h. p eine Permutati-

onspolynommatriz), dann ist G nilpotent.

Beweis: siehe [18] Kapitel 5, Satz 5.2

Es gibt jedoch Gruppen, fiir die keine der Richtungen in 3.3.17 gilt.
Beispiel: Es sei

Ss = {e, (123), (132), (12), (13), (23) }

S3 ist iiberauflésbar, da
{1} <A3dSs

eine Hauptreihe mit zyklischen Faktoren ist.

Es ist leicht zu erkennen, daR Sz = ({a, b}; {a? b3, a~'b?ab™1}) ist (z.B.
mit @ = (12) und b = (123)). Dann ist S3 = {1,a,b,b* ab,ba}. (Die letzte
Relation ist gleichbedeutend mit ab = b?a.)

Fiir p = zaz®bx® gilt p(1) = ab und p(b*) = b2ab'®bb'® = b*ab* = b*a =
ab, also ist p & Uy(S3), aber l(p) = 11 und ggT'(I(p),|G]|) = 1.

Andererseits gilt fiir p = zaxbz, dak [(p) = 3 und somit gg7'(I(p), |G|) =
3 > 1, aber p(1) = ab, p(a) = a®*ba = aba = b*a® = b?, p(b) = bab® = ba,
p(b?) = b2ab® = bVabl® = ab® = a, p(ab) = aba*b*ab = ab®ab = b und
p(ba) = ba*bab*a = b*aab = b = 1. Also ist p € U;(G).

Es lassen sich auch einige Aussagen iiber die Ordnung von Uy (G) machen,
in dem in 3.3.16 behandelten Fall gilt:
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Proposition 3.3.19 Ist G # {1} eine endliche p-Gruppe. Dann ist |U(G)| =
\GL(k,p)|p', fir eine ganze Zahl t > 0, und Uy(G) ist eine Gruppenerwei-
terung einer p-Gruppe durch die Gruppe GLy(Z,). D.h. Uy(G)/GL(Z,) ~
H,, mit H, p-Gruppe

Beweis: siehe [18] Kapitel 5, Satz 4.43

3.3.4 Einige spezielle Gruppen

Als Beispiel wie man bestimmte endliche Gruppen und deren (einstellige)
Polynompermutationen genauer untersuchen kann, sei auf Schuhmacher |28|
verwiesen.

Dort werden einige Gruppen untersucht, die durch Erzeugenden und Re-
lationen (1.1.54) dargestellt werden. Durch die Relationen kann dann auch
auf die Form der Polynomfunktionen und der Polynompermutationen ge-
schlossen werden.

Wir werden hier nur einige Ergebnisse ohne Beweise zitieren, und zwar
auch nur jene, die in kurzer Form dargestellt werden kénnen. Fiir eine aus-
fithrlichere Abhandlung und fiir die Beweise sei dem Leser die Lektiire von
[28] nahegelegt.

Bei den Beweisen wird wesentlich verwendet, daf jedes Element der be-
trachteten Gruppen als 2% - y° geschrieben werden kann. Es werden viele
zahlentheoretische Aussagen wie z.B. der Chinesische Restsatz beniitzt.

Es sei G eine abelsche p-Gruppe mit |G| = p™ mit einer zyklischen Un-
tergruppe vom Index p, p eine Primzahl. Dann kann G dargestellt werden
als

G = <x,y; P yP, x_ly_la:l+pn72y>

Wir beschrinken uns auf die Félle

e p=2und n <4 und

ep>2undn <3

Dann kann die folgende Aussage getroffen werden:
Proposition 3.3.20 e P,(G) = {axbz®c|a,b,c € G, sy € L}

o |P(G)]=p™

o U(G) ={az*bla,b e G, s, € Z,99T(s1,p) = 1}

o [Ui(G)|=(p—1p*™"
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Sei G nun eine Diedergruppe der Ordnung 2" (siehe A.8.32), d.h.

G = ({w.y}{a2"" % ayay™'})

oder eine verallgemeinerte Quaternionengruppe der Ordnung 2", d.h.

G = <{x, v} {:c2n_1, y’2x2n_2, a:yxy’l}>

Beide Gruppen haben Ordnung 2".

Auch in diesem Fall kénnen die méglichen Formen der Polynomfunktionen
und Polynompermutationen noch angegeben werden. Eine Folgerung daraus
ist, daf fiir beide Gruppen gilt:

Proposition 3.3.21 e |P(G)| = 2'¢
o |U:(G)] =277

Fiir weitere Beispiele fiir Gruppen, die durch Erzeugende und Relationen
gegeben sind, sowie Betrachtung der einstelligen Polynomfunktionen und Po-
lynompermutationen iiber diesen sei hiermit endgiiltig auf [28] verwiesen.

3.3.5 Eigenschaften als Permutationsgruppe

Fiir diese letzte Betrachtung der Polynompermutationen sei Uy (G) fiir ein
endliches G als Teilmenge der Menge der Permutationen von G*, Sgk, be-
trachtet. Es geht also um die Eigenschaften als Permutationsgruppe; fiir die
Begriffe siehe A.8.46:

Satz 3.3.22 Fs sei G eine endliche Gruppe. Dann gilt
1. Uy(QG) ist transitiv.
Uk(G) ist zweifach transitiv genau dann, wenn G einfach ist.

Uk(G) ist primitiv genau dann, wenn G einfach ist.

Genau dann ist Uy(G) = Sgr, wenn enweder G eine nicht abelsche
einfache Gruppe ist oder wenn gilt: k = 1,|G| < 3 resp. k =2,|G| =2

Beweis: Da die reguliire Darstellung der Gruppe G* als Permutationsgruppe
A.8.47, g — g -, eine Untergruppe von Ui (G) ist, folgt sofort die Transiti-
vitat.

Ist G nicht einfach, so gibt es ein nicht triviales N < G. Die Nebenklas-
sen von N* in G* stellen eine Zerlegung in Imprimitivititsklassen beziiglich
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Uk(G) dar. Denn fiir p € P,(G) folgt p(g) ~n p(g') fiir g ~n+ ¢'. Ist ndmlich
g =g -nfiir ein n € N* und ist

{4 12 &
P =aprtar?as. .. a1t a,

dann ist

p(g) = p(g'n) = ao(g'm)"as(g'm)?as ... a,_1(g'm) " a, =

=n'- (ao(gl)klal(gl)&@ e ar—l(gl)erar) =n"-p(g)

Also folgt wirklich p(g) ~n+ p(g’). Daher ist Ug(G) imprimitiv und kann
somit nach A.8.49 nicht 2-fach transitiv sein.

Sei nun G einfach. Betrachte zuerst den Fall, dak G abelsch ist. Also hat
G nach A.8.28 Primzahlordnung, und ist somit zyklisch. Sei z das erzeugende
Element. Dann kann man jede Abbildung aus Uy(G) nach 3.3.7 darstellen

als
(Zyl, 22 Zyk) — (Zbﬁ-z MY sz-i-z maYi ,waz mkjyj)

mit K = (k;;j);; eine invertierbare Matrix aus M (p). Die Gruppe der bijek-
tiven n-dimensionalen inhomogenen Lineartransformationen

p+— K9+ b mod p

ist klarerweise zweifach transitiv. Somit ist U,(G) zweifach transitiv, also
auch primitiv.

Sei nun G einfach und nicht abelsch, dann ist G polynomvollstindig, also
ist Ux(G) = Sgr. Damit ist Ui (G) zweifach transitiv, also auch primitiv.

Sei nun Uy (G) = Sgr, dann ist Ux(G) zweifach transitiv und somit muf
G einfach sein. Fiir die nicht abelschen, einfachen und endlichen Gruppen
gilt diese Gleichheit immer, da G polynomvollsténdig ist. Sei G' abelsch, also
muf G Primzahlordnung haben. Aus Sgr = Ui (G) folgt

Sqr| = |Uk(G))|
Also nach 3.3.7
P =p" - or(p)
k |
= (" — 1) = i(p)
— (" -D)=0"-1)-0"=p) ... P =P

Ist k =1 so ist



Dies gilt also nur fiir p = 2 und p = 3.
Sei k > 1. Dann folgt

P =2)=0"—p)- 0" —p)...- (="

Insbesondere kommt jeder Faktor auf der rechten Seite in der Fakultat auf
der linken Seite vor. Also gilt diese Gleichheit nur bei K =2 und p=2. O

3.4 Abelsche Halbgruppen

Wir werden uns nun kurz Halbgruppen zu. Wir wollen nur zeigen, daft man
(natiirlich) auch Polynome iiber diese Varietét, die eine Oberklasse der Va-
rietdt der Gruppen ist, betrachten kann, und zu Ergebnissen kommt.

In [16] wurden Polynome iiber abelsche Halbgruppen untersucht. Ganz
allgemein kann man kann ein Normalformsystem finden, indem man analog
zu 3.1.4 zeigt:

Lemma 3.4.1 FEssei H eine Halbgruppe. Die Wérter agz™ a1x™...a,_12"" a,.,
M a ™. a1 2"y, apx™ ar . .ap_ 12" und " arx"?. a1 2™ mit r € N,
n; € Nyn; £ 0 und a; € H fiirt =0,1,...,7 bilden ein Normalformsystem fir
Hlz].

Betrachtet man die Halbgruppen mit Eins, so fallen die vier Worter in
3.4.1 zusammen, sodaf gilt

Korollar 3.4.2 Es sei H eine Halbgruppe mit Fins. Die Worter
apx" a1z ...ar_1x"a, mitr e Nn;, e Nm; #0,a, € H fiirt =0,1,...,7
und a; # 1 fiirt = 1,...,7 — 1 bilden ein Normalformsystem fir H|x].

Wenden wir uns nun den Polynomfunktionen iiber abelsche Halbgruppen
mit Eins zu, so kann eine zu 3.3.5 analoge Aussage gezeigt werden:

Satz 3.4.3 Es sei S eine Halbgruppe, dann ist Py(S) = {az"|n € N} genau
dann wenn S eine kommutative Halbgruppe mit Eins ist.

Beweis: siehe [16] Satz 1
Der Grofteil von [16] beschéftigt sich mit der Regularitéit der Halbgruppe

[Pi(H);o0,idy]| beziehungsweise einer Unterhalbgruppe davon. Fir P(H)
kann die folgende Aussage getroffen werden:
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Satz 3.4.4 Es sei [H;-, 1] eine abelsche Halbgruppe mit Eins. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

o [P (H);o0,idy] ist requldr.
o [H;-, 1] und [T1(H);0,idg] sind reguldr.
o cxp(H) ist endlich und quadratfrei

Beweis: siehe [16] Lemma 7, Korollar 11, Satz 15

3.5 Struktureigenschaften

3.5.1 Auflosbarkeit endlicher Gruppen

Fiir die Frage, wie sich die Auflosbarkeit einer endlichen Gruppe auf die
Polynompermutationen auswirkt bzw. umgekehrt, werden wir uns auf jene
Polynompermutationen beschrinken, die die Eins auf Eins abbilden, also die
Menge

Uk(G) = £ (Pr(G)*) = Un(G) N P(G)"

Es stellen sich Ergebnisse ein, die zeigen, wie prominent die Ordnung der
Gruppe in ihre Struktur eingeht! In diesem Abschnitt seien die Gruppen
immer als endlich vorausgesetzt.

Satz 3.5.1 Sei |G| # 1. Ist Ux(G) auflisbar, so ist das auch G und es gilt
entweder

1. k=1 und, fir jeden Hauptfaktor H/K von G ist entweder

(a) die Gruppe Autq(H/K) = {¢|u/k |¢ € Inn(G)} abelsch, oder
(b) |H/K| =4 oder 9

oder

2. k = 2 und G ist eine iberauflosbare (2,3)-Gruppe

Beweis siche [18] Satz 4.11

Insbesondere heifit das, da® fiir k¥ > 2 U,(G) nicht auflosbar ist.

Satz 3.5.2 Ui(G) ist auflosbar genau dann, wenn G auflosbar ist und eine
der beiden Bedingungen aus Satz 3.5.1 gilt oder |G| =1 ist.

120



Beweis = Ist U(G) auflosbar, so auch Ui (G) als Untergruppe. Satz 3.5.1
liefert die Behauptung.

<—: Wir werden diese Aussage durch Induktion nach |G| zeigen. Tst
|G| =1, so ist klarerweise |Uy(G)| = 1, also ist Ur(G) auflosbar.

Sei nun |G| > 1, und sei N ein minimaler normaler Normalteiler von
G. Dann erfiillt G/N auch die Bedingungen, sofern das nur G tut. Denn
sind H = H/N,K' = K/N Normalteiler von G/N, sodak H'/K' Haupt-
faktor ist, so ist das auch H/K ~ (H/N)/(H/K) = H'/K'. Tst G eine
tiberauflésbare (2,3)-Gruppe ist so auch G/N. Also ist Uy(G/N) nach In-
duktion auflésbar. Es sei 7 der kanonische Epimorphismus G — G/N. Mit
Pi(m)* : [Up(G); 0,71 idg] — [Up(G/N); 0,7t idg] gilt wegen 3.3.9

Ur(G/N) ~ Up(G) /ker(Py(m)")

Konnen wir zeigen, daf ker(P(m)* auflosbar ist, so folgt aus A.8.61, daf
Uk(G) auflosbar ist.

Wir betrachten den Kern dieses Epimorphismus beziiglich der Gruppen-
operation o, so ist

ker(Py(m)*) = {p € Up(G) : Pu(m)* (p) = idgn} =

={p € Up(GQ) : Pe(m)* (p) (m(g1), ..., 7(qx)) = (x(q1), ..., 7(gx)) Vg1, ..., g1 € G}

Nach 2.1.28 ist also
]{ZGT(Pk(W)k) =
= (

={p e Us(G) : 7" (p (91, 9) = (w(g1), ..., w(gx)) Vg1, ..., g1 € G} =
={p e Up(G): (p(gla---7gk))'Nk: (91,---79k)'Nkv91,---,gk € G} =
—{peUiG) :g7" (p(g) € N'Vg e G"}

Sei nun n(p,g) € N* jenes von u und p abhingige Element aus N*, fiir das
gilt:
pog=g-n(p,g)
Sei 7(p,g) : N¥ — N* jene Abbildung, fiir die gilt

T(p,0)() = (p(8)) ' P (g-0)
Diese Abbildung ist eine Abbildung nach N* da gilt

(p(g))" -p(g-n)=(g-n(p,g) " (gn-n(p,gn)) =n(p,g) " n-n(p,gn)

Ingesamt gilt also
p(g-n)=p(g) 7(p,0)n)
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Da N minimaler Normalteiler der auflésbaren Gruppe G ist, ist N nach
A.8.65 elementar abelsch. Betrachten wir die Abbildung 7,(n) = g 'ng, so
gilt ng = g14(n). Klarerweise gilt 7,(n1-ng) = 7,(n1)-7,(n2). Esseip € Py(G)
mit p = a1&;, 006,03 . .. as&;, as41 (siehe 3.1.14), dann ist

p(glnla e agknk) = (a19i1a29i2a3 .- -a'sgisas-‘rl) : (a2gi2a3 ce asgisas-&-l)il s NGy

) (a29i2&3 ce asgisas-‘rl) * Ty (a3 s asgisasﬂ)il Teee =

= p(g) *Tasgiyas...asgisast1 (nh) *Tas...asgigast1 (nlz) cee
Also ist

7(p,g)(n) = (p(9)) " -p(g-n)

ein Homomorphismus, da N abelsch ist. Da p bijektiv ist, ist 7(p,g) auch
bijektiv. Denn aus 7(p,g)(n) = 7(p,g)(n') folgt p(g-n) = p(g-n') =
g-n=g-n = n=n'. Andererseits gibt es fiir ein n’ ein g’, sodak p(g’) =
p(g) - n'. Da somit p(g') ~nr p(g) ist @ ~n+ g und es existiert ein ny mit
g = g-ny und es gilt

-1

7(p,8)(no) = (p(9))  -p(g-no) =

= (p(g)) " plg) ' =n

Also ist po (gn) = g-n(p,g)7(p, g)(n) fiir p € ker(Py(m)*). Wir erhalten
fiir jedes g € G* eine Abbildung

i(g) : ker(Pk(W)k) — Sk

definiert durch
(6(g) () (n) =n(p,g)7(p.g) (n)

d(g)(p) = (n(p,g)r) o7 (p,g) (n) ist also bijektiv. Es gilt
g(5(g) (p)) (n) =g-(n(p,g)x) o7 (p,g) (n) = p(gn)
Weiters gilt
g(0(g) (prop2)) (n) =py o pa(g) =po (g (d(g) (b)) (n) =

= 9(3(g) (pa)) ((5(g) (b)) (n)) = 8(3(g) (p.) © 3(g) (p2)) (W)

Alsoist 6(g) (p1 o p,) = (g) (p1)00(g) (p,) und somit ist § ein Homomorphis-
mus. Der Kern der Abbildung §(g) besteht aus jenen Polynompermutationen,
fiir die gilt

p(gn) = g (d(g) (p)) (n) = gn
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Insbesondere ist () kerd(g) = {idy+}, betrachte die Abbildung

geG

§ : ker(Py(m)*) — (Sympe)©

mit
d(p) = (0(9)(p)),
Dann ist
§(ker(Py(m)*) =~ ker(Py(m)¥) /kerd = ker(Py(m)")
Somit ist
ker(Pg(m H §(g)(ker(Py(m)*))
e

Also ist insbesondere ker(Py(m)¥) auflésbar, wenn das §(g)(ker(Py(m)¥)) ist.
Dies zeigen wir, indem wir eine Abbildung ¢ definiere:

¢ :0(g) (ker (Py(m)")) — Aut(N*)

¢ (0(g) (p)) = 7(p, 9)

Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn wenn 6(g)(p) = 6(g)(q), soist p(g-n) =
q(g - n)Vn € N* also insbesondere fiirn = ¢ = (1,1,...,1), alsoist g - n(p, g) =
= g-n(q,9),also ist n(p, g) = n(q,g). Somit ist jedoch 7(p,g) =7(q,9). Es
gilt weiters

n(poq,g)-7(pod ) ()= (0(g)(p)od(g)(a))(n) =

)
=3(g)(p) (0 (a,9) -7 (q,8) () =n(p,0)-7(p,9) (n(q,0) 7(q,9) (n)) =
=n(p,g)-7(p,9) (n(q,8) - ro7(q,9)(n)) =
=n(p,g) 7(p,8) (n(q,9)) -n(p,g)-7(p,9)o7(q,9)(n)

Setzen wir n = ¢ ein, so erhalten wir die Gleichung
n(pog,g) =n(p,g) -7(p,9)(n(a,9) nlp,g)

Also ist
T(pogq,g)(n)=7(p,8)o7(q,9) (n)

Damit ist ¢ ein Homomorphismus. Ist d(g)(p) € kerep, so ist

6(g)(p)(n) =n(p,g)7(p,9)(n) =n(p,g) - n

Also ist kery isomorph zu einer Untergruppe von N* und somit auflsbar .
©(6(g)(ker(Py(m)*)) ist eine Untergruppe von Aut(N¥).
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Ist £ = 2 und G eine iiberauflosbare (2, 3)-Gruppe oder k£ = 1 und |N| = 4
oder 9, so ist Aut(N*) isomorph zu GL(2,2) oder GL(2, 3), welche aufldsbar
sind. Ist jedoch & = 1 und Autg(N) abelsch, dann kommutieren zwei Ele-
mente 7(p, g) und 7(q, ), denn 7(p)(n) = p(g) " "p(gn), U(G) C Pi(G)* und
Pi(G)* wird von Inn(G*) erzeugt (siehe Beispiel nach 3.1.54). Also ist auch
hier ¢(6(g)(ker(Py(m)*)) auflésbar. 0

3.5.2 Nilpotenz

Satz 3.5.3 Ist G eine endliche nilpotente Gruppe der Klasse ¢(G) < 2, dann
ist Uy (G) = {p = a&'b} mit a,b € G,gg9T (I,|G|) =1

Beweis: [20] Satz 4

Umgekehrt gilt

azx"b

Satz 3.5.4 Ist |G| ungerade und kénnen alle ¢ € Uy (G) durch ¢(z) =
< 3. Gilt

mit a,b € G dargestellt werden, so ist G nilpotent der Klasse ¢(QG)
zusatzlich 3 [|G|, so ist ¢(G) < 2.

Beweis: Nach A.8.79 reicht es zu zeigen, daf a und b~ 'ab fiir alle a,b aus
G kommutieren. Da ggT'(|G|,2) = 1 ist, ist nach 3.3.2 £* und somit auch
£g7¢g = £g% 0 €2 0 £g! ein Permutationspolynom fiir alle g € G. Also gibt
es eine ganze Zahl I(g) und Elemente a(g),b(g) sodaf

£97¢g = a(g) "¢ 9b(g)

mit gg7'(I(g), |G|) = 1. Setzen wir die Eins ein, so sehen wir, dak b(g) = a(g).
Es sei nun [(g) eine Losung der Gleichung I(g) - I(g) = 1 mod |G|, dann ist

0. g7 g = a(g)™ - €99 - a(g) = a(g)alg)

Also ist diese Abbildung ein innerer Automorphismus 7. Insbesondere ist
g gt 19 g = a(g)"'€%alg) =

= (alg)""¢a(9)) - (alg) "¢alg)) =@ . g7 - @ . g. 0. g7 0 g
Also ist

gl(g) ,g—l . gl(g) — g—l . gl(g) - 51(9) .g—l

und somit



Da I(g) teilerfremd zu exp(Q) ist, ist €@ eine Polynompermutation. also ist

Also sind die Vorrausetzung fiir den Satz von Levi A.8.79 erfiillt. Ist g¢7'(3,|G|) =
1 gibt es kein Element der Ordnung der Ordnung 3, also ist ¢(G) < 2. a

Man kann den zweiten Teil dieses Satzes erweitern zu:

Lemma 3.5.5 Wenn ggT (|G|,6) = 1, so sind folgende Bedingungen dqui-
valent:

o Alle ¢ € Uy(G) lassen sich darstellen durch ¢(x) = cx"d.
e Calg) G Vg eG
o Alle normalen Hiillen N(g) sind abelsch.

e Cs(g9) =[] A(g), wo A(g) alle mazximalen abelschen Normalteiler durch-
lauft, die g enthalten.

e ¢({g,h)) <2Vg,heG
o ( st nilpotent der Klasse 2.

Beweis: siehe [17] Lemma 5

Nach A.8.75 ist jede nilpotente Gruppe Produkt ihrer p-Sylow-gruppen.
Ist U1 (G) = {c€"d} so folgt fiir g¢T (|G|,6) = 1, dak G nilpotent der Klasse
c(G) < 2 ist. Fiir g¢T(2,|G|) = 1 ist nach 3.5.4 G nilpotent der Klasse
¢(G) < 3. Also bleiben v.a. noch der Fall, |G| ist gerade, offen und fiir den
Fall, G ist eine 3-Gruppe, ist zu klaren ob eine schérfere Aussage als in A.8.75
moglich ist. Im allgemeinen kann nicht mehr auf die Nilpotenz geschlossen
werden, wie das Beispiel S3 zeigt. Hier konnen alle Elemente von U; (G) auch
in der obigen Form dargestellt werden (siehe [14]).

In [14] wird diese Frage des Zusammenhangs der Nilpotenz mit den Po-
lynompermutationen durch die Anwendung des Begriffs der fast-n-abelschen
Gruppen (siehe A.8.31) behandelt:

Lemma 3.5.6 FEs sei G endlich mit ggT(|G|,2) = 1 und U;(G) = {a&"bla,b €
G, 7 € Beap(a)}- Dann ist G fast-m-abelsch fir alle m mit ggT (m, exp(G)) =
1. Inbesondere ist G nilpotent und ¢(G) < 2 fir g¢gT(|G|,6) = 1.
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Beweis: siehe [14]| Korollar 17

Im allgemeinen kann also aus der Eigenschaft, dak U;(G) = {af"bla,b €
G,r € Zexp(g)} ist, nicht mehr auf die Nilpotenz geschlossen werden. Die
endliche Gruppe G ist aber auflosbar, ja sogar iiberauflosbar:

Satz 3.5.7 Es sei G endlich mit Uy(G) = {a&"bla,b € G,r € Peup)}-
Dann ist G tiberauflosbar.

Beweis: siehe [14] Satz 18

3.6 Polynome, die Homomorphismen sind

Als Abschluf wollen wir uns fragen, welche Polynomfunktionen Homomor-
phismen oder Isomorphismen sind!

Z.B. fiir die Varietdt der Verbinde kann ein interessanter Zusammenhang
zwischen Polynomfunktionen und Automorphismen bemerkt werden. Dort
sind alle invertierbaren Polynomfunktionen bereits Automorphismen (siehe
[22] Lemma 1). Fiir die Varietdt der Gruppen sind jedoch nur wenige Aus-
sagen bekannt.

Klarerweise miissen polynomiale Homomorphismen Elemente von Py (G)
sein.

Wir beschrénken uns auf den einstelligen Fall, & = 1. Betrachten wir
G € Grpgp: Ist a&™ ein Homomorphismus, so mufs a = ae” = e gelten.
Andererseits ist £ klarerweise ein Homomorphismus. Klarerweise sind somit
Elemente aus £(P(G)) Automorphismen.

Ist &% ein Homomorphismus auf einer (beliebigen) Gruppe G, so folgt
daraus, daf G abelsch ist. ((a-b)? =a®-b*> => a-b=b-a). Diese Tatsache
gilt auch fiir £

Die Untersuchung, ob die Abbildung £" auf der Gruppe G ein Homo-
morphismus ist, fallt klarerweise mit der Frage zusammen, ob diese Gruppe
n-abelsch (siehe A.8.30) ist.

Wir konnen einige Eigenschaften fiir polynomiale Homo- und Automor-
phismen aufstellen:

Lemma 3.6.1 Es sei G eine Gruppe. Es seien m und n € 7Z.
e Sind £ und £" € End(G) so ist auch ™™ € End(QG).

o Sind ™ € Aut(G) und £" € End(G) und gilt m teilt n, so ist auch
Em € End(G).
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o Ist &" € End(G), so ist auch £ € End(G)
o Ist " € Aut(G), so ist auch "' € End(G)

Beweis: Die Komposition zweier Homomorphismen bleibt ein Homomor-
phismus, also ist {™ o " = ™™ € Hom(G, G).

Ist €™ € Aut(G), so ist (£€™)" auch ein Automorphismus. Damit ist fiir
beliebiges [

gl _ 5m’1 o gm o gl _ gmfl o S(ml)
Sei nun n ein Vielfaches von m, n = m - [, sodal £" ein Homomorphismus
ist, dann ist & auch ein Homomorphismus.

Sei &" € End(G), also ist h" - g" = (h - g)" fiir alle h,g € G. Also auch
fir h = 7%, g = y~! fiir alle z,y € G, daraus folgt ™" -y = (y - )"
Multiplizieren wir diese Gleichung links mit = und rechts mit y, folgt

€T yl_n:x(yl')_ny:x (l'_l.y_l)”‘(x_l .y_l)Jy

[

g
n

=@ al) oy =y ) =)

n—1

Sei " € Aut(G), also ist nach Punkt 2 €17 Homomorphismus, also nach
Punkt 1 auch €-"°. Ebenso wieder nach Punkt 3 £0-(1-m)%) = ¢2n-—n® _
2= also ist nach Punkt 2 auch €27™ und damit auch £'-C=" = ¢"~1 ¢in
Homomorphismus. O

Im Punkt 3 folgt daraus, daft £ ein Automorphismus ist, im allgemeinen
nicht, daf £™ auch einer ist. Denn gelte dies, so wire £071) = 1 ein
Isomorphismus, also wire |G| = 1.

Gleiches gilt auch fiir Punkt 4. Wire £"~! ein Automorphismus, wenn es
nur £" ist, so wire wiederum £'~! ein Isomorphismus.

Fiir die anderen beiden Punkte gilt jedoch, da die Komposition von bi-
jektiven Funktionen wieder bijektiv ist:

Korollar 3.6.2 Es sei G eine Gruppe. FEs seien m und n € Z, sodaf$ £™
und " € Aut(G). Dann gilt:

o MM e Aut(G).
o Teilt m n, so ist auch &w € Aut(G).

Beweis: Die Beweisfiithrung in 3.6.1 fiir diese beiden Punkte gilt ebenso fiir
Automorphismen. O
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Korollar 3.6.3 Ist p(z) = 2% ein Automorphismus, so ist G abelsch!

Beweis: Das folgt direkt aus dem obigen Lemma, denn ist £ ein Automor-
phismus, so ist nach Punkt 4 &2 ein Homomorphismus. Daraus folgt, wie
erwahnt, dafs G ablesch ist. O

Die folgende Aussage ldfit sich auch recht direkt zeigen:

Lemma 3.6.4 Sind £" und £"** Homomorphismen, so folgt aus £&¥ € End(Q)
stets &% € End(G) fir k' = k mod n.

Beweis: |31]

Wir wollen uns nun noch kurz der Frage widmen, wann Automorphismen
Polynomfunktionen sind!

3.6.1 Polynome, die Automorphismen sind

Die Frage, die wir uns nun stellen wollen, lautet: Welche Eigenschaften haben
Automorphismen, die durch Polynome dargestellt werden kénnen? Insbeson-
dere wann sind alle Automorphismen Polynomfunktionen?

Wir wollen nur kurz die Frage umreissen und einige Aussagen ohne Beweis
zitieren. Fiir eine genauerer Betrachtung sei auf [12]| verweisen.

Wir definieren

Definition 3.6.5 Sei G eine Gruppe, dann sei die Menge PAut(G) die
Menge aller Funktionen, die Polynomfunktionen und Automorphismen sind

Also ist
PAut(G) = Aut(G) N Pi(G) = Aut(G) N P(G) = Aut(G) N U,(G)

Es lafst sich zeigen, dak die Gruppe PAut(G) genau dann auflosbar, iiber-
auflosbar bzw. nilpotent ist, wenn G diese Eigenschaft hat.

Klarerweise gilt Inn(G) C PAut(G). Es gilt offensichtlich
[Inn(G); 0,7t idg]) < [PAut(G); 0,7t idg] < [Aut(G); 0,7 idg]
Man kann also auch den Quotienten PAut(G)/Inn(G) untersuchen.

Fiir diesen Quotienten laft sich etwa zeigen:
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Lemma 3.6.6 SeiG = []| A; eine direkte Zerlegung der endlichen Grup-
i=1,...,

pe G in direkt unzerlegbare Faktoren. Sind alle PAut(A;)/Inn(A;) auflésbar,
s0 ist auch PAut(G)/Inn(G) auflosbar.

Beweis: [12] Lemma 3

Wann gilt nun PAut(G) = Aut(G)? Klar ist, daf im Falle von endli-
chen, einfachen, nicht-abelschen Gruppen gilt: PAut(G) = Aut(G), da diese
Gruppen ja polynomvollstindig sind.

Weitere (exemplarische) Ergebnisse:

Satz 3.6.7 Es sei G eine Gruppe und N ein charakteristischer, minimaler
Normalteiler von G mit Co(N) = {e}. Gilt Aut(G/N) = PAut(G/N) so
gilt Aut(G) = PAut(G).

Beweis: [12] Satz 3

Satz 3.6.8 FEine vollstindig reduzible Gruppe G erfillt Aut(G) = PAut(G)
genau dann, wenn G = [ A; mit einfachen Gruppen A;(i = 1,...,m),

i=1,....m
die paarweise nicht isomorph sind.

Beweis: [12]| Satz 5

Satz 3.6.9 Fir eine abelsche Gruppe G gilt Aut(G) = PAut(G) genau
dann, wenn G zyklisch ist.

Beweis: [12| Lemma 4

Wir wissen aus 3.1.52, daf gilt:
I(G*) = A(G*) =2 B(G*) 2 F(GY)

Aus der dort folgenden Bemerkung wissen wir, daf [(G) = P (G) ist. Gilt
nun also /(G) = A(G), dann folgt daraus klarerweise PAut(G) = Aut(G).
Gilt PAut(G) = Aut(G), so folgt A(G) C P,(G) = I(G), also A(G) = I(G).

Die Frage, wann I(G) = A(G) oder I(G) = E(G) gilt, wird in [13]
behandelt. Wir wollen nur exemplarisch eine Aussage herausgreifen und
ansonsten fiir dieses Problem den Leser an [13] verweisen.

Proposition 3.6.10 Es sei G eine Gruppe, die nur einen minimalen Nor-
malteiler N hat. Ist N nicht abelsch und G/N zyklisch, so gilt

I(G) = A(G) = E(G)
Beweis: [13] Korollar 2
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Anhang A

Grundlagen

A.1 Mengen und Klassen

Da wir nicht in die (Un)tiefen der Mengen- und Klassentheorie eindringen
wollen, seien nur einige Tatsachen und Definitionen kurz erwéhnt. Die axio-
matische Einfiihrung dieser Begriffe kann man z.B. in [2] nachlesen.

Definition A.1.1 Eine Klasse ist eine (mitunter leere) Kollektion von Ob-
jekten. Fine Menge ist eine Klasse, die Element einer anderen Klasse ist.
Ist ein Objekt a Element einer Menge M, so schreiben wir a € M. Ist
jedes Element von A in B, so bezeichnen wir A Teilmenge von B, symbo-
lisch A C B. Die Menge aller Teilmenge einer Menge A ist die sogenannte
Potenzmenge, symbolisch P(A).

Als bekannte Zahlenmengen setzen wir die natiirlichen Zahlen, N, die
ganzen Zahlen Z und die reellen Zahlen R voraus.

A.2 Relationen

Definition A.2.1 FEine Relation R von A nach B ist eine Teilmenge von
A x B. Wir schreiben a ~p b <= (a,b) € R

Definition A.2.2 Die Umkehrrelation ist R~' = {(b,a) : (a,b) € R}

Definition A.2.3 Sei R eine Relation von A nach B, S eine Relation von
B nach C. Dann ist die Komposition von R und S

Ro S ={(a,c):Fbe B:(a,b) € RA(b,c) € S}
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A.2.1 Aquivalenzrelationen

Definition A.2.4 Eine Relation R von A nach A heift Aquivalenzrelati-
on von A , wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:

e sie ist reflexiv : a ~pa Va € A
e sie ist symmetrisch : Va,b€ A: (a ~g b= b ~pg a), und
e sie ist transitiv : Va,d’,a" € A: ((a ~gd Nd ~gad") = a~gad")

Definition A.2.5 FEine Familie von Teilmengen K; C A, i € I heifit Klas-
seneinteilung , wenn

e Vadi € I mita € K;
OVi,jEIiKiﬁKj:(b

Proposition A.2.6 Die Aquivalenzrelationen entsprechen genau den Klas-
seneintetlungen.

Definition A.2.7 Sei R eine Aquivalenzrelation von A, dann ist C(a) =
{b € Ala ~g b} die Klasse von a.

A.2.2 Ordnung

Definition A.2.8 Fine Relation R von A nach A heifst partielle Ord-
nung, wenn sie

o reflexiv ist
e transitiv ist, und
e anti-symmetrisch ist: Va,a' € A: ((a ~gbAb~ga) = a=0)

Ist A eine beliebige Menge, so ist die Potenzmenge mit der Mengeninklusion,
[B(A); C|, eine partiell geordnete Menge.

Definition A.2.9 Sei [A; <] eine partiell geordnete Menge, M C A | dann
heifst ein Element v € A

e grofites Element von M, wenn x € M undVm e M :m <z

e kleinstes Element von M, wenn x € M und Vm € M : m > x
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¢ Maximum von M bzw. maximales Element von M , wenn x € M
undr<m=—x=m

e Minimum von M bzw. minimales Element von M, wenn x € M
undm<xr=—x=m

e untere Schranke von M, wenn Vm € M : x < m
e obere Schranke von M, wenn Vm € M :m < x

e Supremum von M oder kleinste obere Schranke von M, wenn
es minimale obere Schranke ist.

e Infinum von M oder grofste untere Schranke von M, wenn es
mazimale untere Schranke ist.

Also kann es hochstens ein grofstes bzw. kleinstes Element einer Mengen
geben, wihrend es mehrere verschiedene maximale bzw. mininale Elemente
geben kann.

Definition A.2.10 Sei [A; <] eine partiell geordnete Menge. A heifst voll-
stindig geordnet (bzw. < eine vollstindige Ordnung), wenn fiir jede
Teilmenge M C A das Supremum und das Infinum von M existiert.

A heifit wohl geordnet (bzw. < eine Wohlordnung), wenn jede Teilmenge
M C A ein kleinstes Element besitzt.

A heifit total geordnet (bzw. < eine Totalordnung), wenn fiir alle a,b € A
gilt a < b oder b < a.

A.3 Funktionen

Definition A.3.1 Fine Funktion von A nach B ist eine Relation von A
nach B, fir die es fir jedes a € A genau ein b € B gibt, sodaf$ (a,b) € R.
Wir bezeichnen dieses Paar mit (x, f(x)) Die Menge aller Funktionen von
A nach B bezeichnen wir mit F(A, B). Die Funktionen von A nach A mit
F(A), die Funktionen von A* nach A mit F,(A).

Definition A.3.2 Ist U C A, dann bezeichnen wir die Abbildung 1 : U — A
mit u — u als Inklusion.

Definition A.3.3 Ist f : A — B eine Funktion, U C A, dann sei f|y = fou,
die Einschriankung von f auf U. Also gilt fly : U — B mit u— f(u).
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Definition A.3.4 Ist f : A — B eine Funktion, dann ist fiir b € B
f)={ac A: f(a) = b}
Ist U C B, so st

f{lUO)={ac A:FuecU: f(a) =u}

Lemma A.3.5 Sei U, U' C AV,V' C B, dann ist fiir f : A— B
e UCU = f(U) C f(U)
o f(ULUU)=FU)U )
o f(UNU)C fU)NFU)
e VCV = f7YV)C f7HYV")
o VUV =fTHV)U V)
V)NV

- =

o fTHV AV

Definition A.3.6 Sei f eine Funktion von A nach B. Dann heif§t f
injektiv <= (Va,a’ € A: f(a) = f(d') — a=d)

surjektiv <= (Vb € Bda: f(a) =)

bijektiv <= f injektiv und surjektiv. Ist A = B, so nennen wir bijektive
Abildungen f : A — A Permutationen.

Proposition A.3.7 (i) AC [~ (f(4));
(ii) A= f~1(f(A)) < f injektiv

(iii) f (f7'(A) € A

(iv) f(f7Y(A)) = A< [ surjektiv

Lemma A3.8 ¢g: B—C,h: A— Bundist f: A— C mit f=goh,
dann gult:

1. finjektiv = h injektiv
2. f surjektiv = g surjektiv

3. h,g injektiv = [ injektiv

133



4. h,q surjektiv => f surjektiv

Definition A.3.9 Sind f : A — B und g : A’ — B’ Funktionen so be-
zeichnen wir mit f x g: Ax A" — B x B’ die (kanonische) Abbildung fiir
die gilt: (fxg)(a,a’) = (f(a), f(a')) die komponentenweise Anwendung.
Ist f : A — B, sosei f*: A* — B jene Abbildung fiir die gilt: f*(ay,...,ax) =
(f(a1),..., f(ax)), die Produktabbildung .

Definition A.3.10 Zwei Menge A, B heifien gleichméchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung f : A — B gibt.

Das induziert eine Aquivalenzrelation.

Definition A.3.11 Die Klasse einer Menge A beziiglich dieser Relation wird
Kardinalitit oder Kardinalzahl genannt, symbolisch |A|.

Fiir endliche Mengen kann die Kardinalitit mit der Ordnung der Menge
identifiziert werden. Die Kardinalitdt der Menge der natiirlichen Zahlen wird
mit Ny bezeichnet und als abzdhlbare Kardinalidt bezeichnet.

Wir kénnen Operationen fiir Kardinalzahlen folgenderweise definieren:

Definition A.3.12 Es seien m; fir i € I Kardinalzahlen mit m; = |4,
weiters sei A; NV A; =0 fiir alle i # j € I, dann sei

Zmi = UAi

el iel

und

[Im -

el

11

el

Wir kénnen auch eine Ordnung von Kardinalzahlen einfiihren:

Definition A.3.13 Wir definieren my < my gilt genau dann, wenn es zwei
Mengen A, B mit my = |A| und my = |B| und eine injektive Abbildung
f+A— B gibt.

Auf jeder Menge von Kardinalzahlen definiert das eine totale Ordnung.
Es gilt:

Korollar A.3.14 o Ist AC B, soist |A] <|B|.

e Firn € N ist n < N.
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i€l il
o Istm; <ny fir allei € I, soist >, m; <> n; und [[m; < []n,.
il il icl iel
e Ist m oder n eine unendliche Kardinalzahl so ist m +n = max(m,n),

sind beide # 0, so ist auch m - n = maz(m,n).

Ist m eine unendliche Kardinalzahl und n € N, so ist m"™ = m.

Fiir jede Menge A gilt |A| < 2141 = |B(A)].

A.4 Verbande

Definition A.4.1 Eine Menge V' mit den bindren Operation U und N heifit
Verband, wenn fir alle a,b in V' gilt

U und N sind assoziativ:
1. (aUb)Uc=aU (bUc)

2. (anb)Nec=an(bne)
U und N sind kommutativ:

3. aUb=bUa

4.anNb=bNa
U und N erfillen die sogenannten ,Absorptionsgesetze”

5.aU(anb)=a
6. an(aUb) =a

Es gibt einen engen Zusammenhang zwischen Verbdnden und bestimmten
partiell geordneten Mengen:

Satz A.4.2 Sei [V;U,N| ein Verband. Dann sei a < b genau dann, wenn
aUb =b. Dann ist Vo = [V;<] eine partiell geordnete Menge, wo fir
jede zweielementige Teilmenge {a,b} stets das sup{a,b} = a Ub und das
inf{a,b} =anNb existieren.

Ist [P; <] eine geordnete Menge, wo fir jede zweielementige Teilmenge
{a, b} stets das sup{a,b} und das inf{a,b} existieren, so definieren a Ub =
sup{a,b} und a Nb = inf{a,b}. Dann ist P = [P;U,N] ein Verband. Fiir

alle solchen P gilt <ﬁ>< = P und fiir jeden Verband V gilt (/I};) =V.
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Definition A.4.3 Ein Verband heifit vollstdndig , wenn fiir alle B CV in
der zugehorigen partiellen Ordnung sup(B) und inf(B) existieren.

Lemma A.4.4 Fine partiell geordnete Menge [P; <] ist genau dann ein voll-
standiger Verband, wenn P ein grofites Element hat und fiir jede nicht leere
Teilmenge B C A das inf(B) ezistiert.

A.5 Kategorien

In vielen Bereichen der Mathematik kénnen Parallelen in Aussagen und Kon-
zepten beobachtet werden. So konnen wir in der Algebra aber auch der
Topologie Mengen mit bestimmten Strukturen gemeinsam mit Abbildun-
gen zwischen diesen Mengen, die diese Struktur erhalten, betrachten. Die
untersuchten Mengen gemeinsam mit den Abbildungen bilden sogenannte
Kategorien. In dieser Arbeit werden keine Resultate der Kategorientheorie
verwendet, nur aufgezeigt, wenn bestimmte Klassen die folgenden grundle-
genden Definition erfiillen:

Definition A.5.1 Fine Kategorie R ist eine Klasse von R-Objekten Obg
gemeinsam mit R~-Morphismen 9Morg sodafs gilt:

e Fir alle Objekte A, B € Dbg gibt es eine Menge Hom(A, B) von Mor-
phismen, sodaf$ jeder Morphismus nur zu einer Menge Hom(A, B) ge-
hort

o Fir alle Objekte A, B,C € Obg und alle f € Hom(A,B) und g €
Hom(B, (), gibt es ein eindeutiges Element h in Hom(A, C), genannt
die Komposition , symbolisch: h =go f.

e Sind A,B,C,D € ©Obg und f € Hom(A,B),g € Hom(B,C) und
h € Hom(C, D), so gilt

ho(gof)=(hog)of
o Fir jedes Objekt A € Obg gibt es einen Morphismusida € Hom(A, A),
genannt der Identitdtsmorphismus , sodaf fiir alle B € Obg und fiir

alle g € Hom(A, B) und f € Hom(B, A) gilt:

foids= fundidpog=yg

Diese Definition lassen bereits Beispiele fiir Kategorien vermuten:
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Beispiele:

e Essei U eine Menge, das Universum. Dann bilden alle Teilmenge dieser
Menge und die Funktionen dazwischen eine Kategorie.

e Die Kategorie der Gruppen mit Homomorphismen.
e Die Kategorie aller topologischen Raume und stetigen Funktionen.

e Die Kategorie aller geordneten Menge und Ordnungshomomorphismen.

Definition A.5.2 FEin kovarianter Funktor von der Kategorie R in die
Kategorie £ sind Abbildungen von Dbg nach Obge und Motz nach Motg,
mit dem selben Symbol dargestellt, etwa F', sodafs gilt:

1. F(ida) = idp(a

2. Wenn fog in R definiert ist, so ist F\(f) o F(g) in £ definiert und es
gilt F(f o g) = F(f) o F(g).

F' heifit kontravarianter Funktor, wenn gilt:
1. F(ida) = idp(a

2. Wenn fog in R definiert ist, so ist F(g) o F(f) in £ definiert und es
gilt F(f og) = F(g) o F(f).

Definition A.5.3 Es seien R, £ Kategorien und F,G Funktoren zwischen
diesen Kategorien. FEine Abbildung 7 : F' — G heifit natiirliche Transfor-
mation von Funktoren, wenn jedem FElement A € Obg ein £-Morphismus
T(A) : F(A) — G(A) zugeordnet wird, sodaf$ fiir alle f : A — B mit B € Obg
gilt 7(B) o F(f) = G(f) o 7(A), also das Diagramm in Abbildung A.1 kom-
mutiert:

A.6 Matrizen

Definition A.6.1 Die Menge aller k x n-Matrizen iiber einem Ring R sei
mit Myxn(R) bezeichnet. MY bezeichne die i-te Zeile firi =1,..., k.

Ist M = (my;) eine Matriz, so sei (M);; der Eintrag in der i-ten Zeile
und jten Spalte.
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F(A) - F(B)
7(4) 7(B)
G(A) o) - G(B)

Abbildung A.1: Die natiirliche Transformation von Funktoren

Also ist M(l) = (mﬂ, myo, . .. ,mm).

Ist andererseits a;; eine Zahl fir alle, j = 1,..., k, sosei (i), g1 &
jene Matrix mit a;j als Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. (Sind die
Grenzen klar, so schreiben wir einfach (a;;),

Wir kénnen auf den Matrizen eine Addition und Muliplikation definieren,
fir A = (aij), B = (bij) € Myxy, so ist fir C = A+ B = (¢;; der Eintrag
Cij = Qyj + b” Sind A = (CLZ‘]‘), B = (bU) € kak, dann ist fir D = A- B =

k

(dij) dij = 1_21 air - bij.

Definition A.6.2 Fs sei R ein Ring. Die Menge My (R) ist ein Ring, der
volle k£ x k Matrizenring tuber R.

Die Permutationen der Menge {1,2,...,n} sei mit S, bezeichnet. Das
Signum einer Permutation o ist sgn(o) = (—1)!, wobei | die Anzahl der
Transpositionen ist, mit welchen o als Produkt darstellbar ist, dabei ist [
immer gerade oder ungerade (siehe A.8.39).

Definition A.6.3 Die Determinante einer k x k Matriz A ist definiert
durch:

det(A) = Z (sgn(a)) Ao(1)1 * Ao (2)2 * - - - Qo (k)k

oESE
Es gilt:
Korollar A.6.4 Es seien A, B k X k Matrizen, dann ist

det(A - B) = det(A) - det(B)
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Ist A eine invertierbare k x k Matrix, so ist
det(A™1) = det(A)™!

Es sei A eine k x k Matriz, dann ist A genau dann invertierbar, wenn

det(A) # 0.

Definition A.6.5 Es sei GL(k,R) = {M € My(R) : det(M) # 0} die

inwvertierbaren k X k Matrizen.

Definition A.6.6 Ist K ein endlicher Kérper der Ordnung p', so sei GL(k, p') =
GL(k,K).

Es gilt |GL(k,p)| = (p™t —1)- (p™t —p') - (pmt —p*t) - ...+ (pm! — pm=Dt),

A.7 Zahlentheorie

Wir benétigen nur einige wenige Definitionen und Aussagen der Zahlentheo-
rie.

Definition A.7.1 Das kleinste gemeinsame Vielfache zweier Zahlen
ni, ng € Z wird mit kgV (ny,n2) oder [ny,ny| bezeichnet.

Der grofite gemeinsame Teiler zweier Zahlen ny,ne € Z wird mit
99T (n1,n2) oder mit (ny,ns) bezeichnet.

Ist fiir ny,ny € Z der grofite gemeinsame Teiler (ny,ne) = 1, so nennt
man nq,ns teilerfremd.

Die folgende Aussage ist ganz klar

Lemma A.7.2 Es seien ny,ny € Z mit gg7 (n1,nz) = d. Dann gibt es x,y
€Z, sodaff ny -z +ng -y =d.

Betrachten wir den Rest bei Division

Definition A.7.3 Es seien a,b,c ganze Zahlen, dann ist a =. b, auch a = b
mod ¢, wenn l,l',r € Z existieren, sodaff a =1-c+r undb=1-c+r.

D.h. bei der Division durch ¢ bleibt bei a und b der selbe Rest; bzw. c teilt
a—>b

Eine fiir uns wichtige Funktion ist

Definition A.7.4 Die Euler Funktion ¢ : N — N ist definiert durch:
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e p(1)=1

o o(h) ist die Anzahl der natirlichen Zahlen k mit 1 < k < h, fir die
gilt ggT(k,h) =1

Proposition A.7.5 Die Euler Funktion ¢ hat folgende Figenschaften
e Ist p eine Primzahl, so ist p(p') = p* - (1 - %)

o Ist ggT'(r,s) =1, soist p(r-s) = (1) p(s)

o Es sei h = pi* - p3? - ...pj" die eindeutige Primfaktorenzerlegung der

Zahl h, dannistgp(h):h‘(1—1,%>‘<1_pi2)""'<1_pl1)

Die Euler Funktion an der Stelle h entspricht der Anzahl der Einheiten des
Restklassenrings modulo h Zj, = Z/h-7Z. Diese Menge E(Zy) ist eine Gruppe
bzgl. der Multiplikation und wird die Gruppe der primen Restklassen modulo
h genannt und mit B, bezeichnet.

p(h) = [E(Zn)| = Bl
Diese Definition konnen wir etwas verallgemeinern:

Definition A.7.6 Die verallgemeinerte Euler-Funktionsei
on(k) = [P (k)]
wobei 3,,(k) die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber Zj ist, also
Pu(k) = € (M, (Zy))

Insbesondere gilt

ealp) =" —1)-(p"=p)-...- (" —p"")

A.8 Gruppen und Halbgruppen

A.8.1 Grundlagen

Definition A.8.1 FEine Menge H mit einer bindren Operation - : H x H —
H, (hy,hy) — hy-hs, heifst Halbgruppe , wenn diese Operation assoziativ
ist, d.h. Yhy, ho,hs € H gilt:

hy - (hy - hs) = (hy - ho) - s
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Ein Element e heifit linke Eins (resp. rechte Eins), wenn Yhy € H gilt:
e-hy=nhy (resp. hy-e=hy)
Ein Element e heifit Eins, wenn es linke und rechte Fins ist.

Ein Beispiel fiir Halbgruppen sind die Funktionen einer Menge in sich
selbst mit der Komposition. Fiir alle A ist [F'(A, A);o0,id 4] eine Halbgruppe
mit Eins.

Definition A.8.2 FEine Menge G heifst Gruppe, wenn G eine Halbgruppe
mit Eins e ist und es ein Inverses gibt, d.h. es gilt
VieGanteG:ia b a=a-27=¢

Definition A.8.3 Ist H =< H;o > eine Halbgruppe mit Fins (1). Ein
Element a € H heifit Einheit , wenn 3b € H :aob=0boa = 1. Die Menge
aller Einheiten bezeichnen wir mit E(H ).

Bemerkung: £(H) ist klarerweise eine Gruppe. Fiir S; C Sy gilt: £(S1) C
E(S,).

Definition A.8.4 Ein Element a einer Halbgruppe H heifst regulér , wenn
qgilt:
dreH:a-x-a=a

Ein Element a heifit linkskiirzbar
bceH:aob=aoc=—=b=c
es heifit rechtskiirzbar , wenn gilt
bce H:boa=coa=—b=c

Das Element a heifst kiirzbar , wenn es rechts- und linkskiirzbar ist. Die
Menge aller kiirzbaren Elemente von G bezeichnen wir mit C(G).

Lemma A.8.5 1. C(H) ist eine Halbgruppe und E(H) C C(H)

2. Fiir S; C Sy gilt: C(S1) 2 C(S2) N.Sy. Insgesamt also E(S1) € E(S2) N
S1 CC(Sy) NSy CC(SY).

3. E(H)=C(H) < C(H) ist eine Gruppe.

4. Ist H endlich, gelten beide Bedingungen in (3).
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Beweis: (1), (2), (3) klar.

(4) Betrachte fiir a € C(H) die Menge M (a) = {1,a,a? a3 a*,....}. M(a) C

H. Da H endlich ist, ist auch diese Menge endlich, d.h. es existieren

m,n € N, oBdA m > n, sodal a™ = a". a € C(H) = o™ ' ="' =
.= a™ " = 1. Damit gilt aber a™ " toa = aoa™ " ! =1, dh.

'a'e E(H). 0

Der Vollstandigkeit halber definieren wir analog zu 1.1.11:

Definition A.8.6 Es seien G,H Gruppen. FEine Abbildung ¢ : G — H
heifft Homomorphismus, wenn gilt: ¢ (a-b) = ¢(a) - o(v). Symb.: ¢ €
Hom(G, H)

Ist ¢ injektiv so heifit es Monomorphismus, surjektiv Epimorphismus,
bijektiv Isomorphismus.

Ist ¢ € Hom(G,G) so heifit es Endomorphismus, ist ¢ € Hom(G,G) so
heifit es Automorphismus.

Definition A.8.7 Die Abbildungen 1,: G — G mit t,(x) =g-z-g°*, g€ G
heiflen innere Automorphismen , symb. 7, € Inn(G).

Innere Automorphismen sind tatséichlich Automorphismen.

Definition A.8.8 FEine Untergruppe U von G heifst voll invariant, cha-
rakteristisch resp. normal , wenn sie bzgl. den Endomorphismen, Au-
tomorphismus resp. den inneren Automorphismen von G abgeschlossen ist.
FEine normale Untergruppe nennen wir auch Normalteiler und schreiben
symbolisch N < G.

FEine Gruppe heifit einfach respektive charakteristisch einfach, wenn
sie keine nicht trivialen normalen respektive charakteristischen Untergruppen
enthdlt.

Es ist leicht zu zeigen, dak gilt

Lemma A.8.9 Ist N <G, und ¢ € Epi(G, H) so ist o(N) < p(G).
Definition A.8.10 FEine Untergruppe U der Gruppe G heifst minimal , wenn
e VU'XGmit UCU= U ={1}vU=U

Die Begriffe einer maximalen Untergruppe, sowie eines minimalen oder ma-
ximalen Normalteilers sind auf dhnliche Weise definiert.
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Definition A.8.11 Es sei [G;-,7', 1] eine Gruppe. Es sei N <G, dann de-
finiere ~y als die durch den Normalteiler induzierte Relation: a ~y b <=
a-b"' € N. Das ist eine Aquivalenzrelation, die Klasseneinteilung der
Nebenklassen . Auf den Klassen kinnen die Operationen definiert wer-
den, sodaf wieder eine Gruppe entsteht: [G/N;-7' e] mit C(g) - C(q') =
(g-N)-(¢"N)=(g9-9) N=Clg-g), (9-N)'=g'Nunde=1-N=N.
Die Abbildung ™ : G — G /N mit n(g) = C(g) nennen wir den kanonischen
Epimorphismus.

Diese Operationen sind wohldefiniert, denn es gilt:

Lemma A.8.12 FEs sei G eine Gruppe, N < G und ai,as,b1,bo € G mit
a1 ~n bi,as ~n by. Dann ist a1 - by ~n as - by und afl ~N bfl

Beweis: Sei a; ~x by und a3 ~g by. Dann ist a; € by - N und as € by - N
und al-ag:bl-nl-bg-ngzbl-bg-n’l-n2:(b1~bz)-n’.

Weiters ist a7t = (by -ny) "  =nyt byl = b7t - nl. O
Definition A.8.13 FEs secien G und H Gruppen, ¢ : G — H ein Homomor-

phismus. Der Kern von ¢ ist Ker(p) = {a € G : p(a) = 1}.
Das Bild von ¢ ist Im(p) ={b€ H :da € G : p(a) = b}.

Es gilt: Ker(e) <G, Im(yp) = H.

Satz A.8.14 Homomorphiesatz Es seien G, H Gruppen. ¢ : G — H ein
Homomorphismus. Dann ist

G/Ker(p) ~ Im(p)
Der Isomorphismus ist gegeben durch g - Ker(p) — ¢(g).

Beweis: |15] Kapitel 1, Satz 5.4.
Man kann diesen Homomorphiesatz verallgemeinern

Proposition A.8.15 Es sei G, H Gruppen, N <G und es sei ¢ : G —
H ein Homomorphismus. Dann existiert ein Epimorphismus ¢ : G/N —
0(G)/p(N) mit o(g- N) = @(g) - o(N). Gilt N € Ker(p) so ist p(g- N) =
v(9).
Beweis: Nach A.8.9 ist ¢(N) < ¢(G). Es ist leicht zu zeigen, daf die Ab-
bildung ¢ ein wohldefinierter Epimoprhismus ist. Ist H C Ker(y), so ist
©(H) = {e}, so folgt die letze Behauptung. O
Ist in dieser Formulierung N = Ker(p), so ist ¢ injektiv und somit ein
Isomorphismus und es folgt der Homomorphiesatz.

Es gilt ferner der sogenannte Korrespondenzsatz:

143



Proposition A.8.16 Es sei N IG und es seiw: G — G/N der kanonische
Epimorphismus. Dann definiert m eine bijektive Korrespondenz zwischen der

Menge aller Untergruppen von G, die N enthalten und den Untergruppen von
G/N. FEs gilt fir S, T <G

e 1(S)Dn(T)«—=SDOT
o 7(S)An(T) <= S <IT und dann gilt T)S ~ «(T)/m(S)

Beweis: [27] Satz 2.17.
Inbesondere entsprechen also Normalteiler von G/N jenen von G, die N
enthalten. Aus der letzten Eigenschaft folgt direkt:

Satz A.8.17 1. Isomorphiemusatz Fs sei G eine Gruppe, N 1G, K = G.
Dann gilt:
K/(HNK)~(K-H)/H

Beweis: [15] Kapitel 1, Satz 5.6.

Satz A.8.18 2. Isomorphiesatz Es sei G eine Gruppe, N <G, K G und
K C N. Dann gilt:
G/N ~ (G/K)/(N/K)

Beweis: |15] Kapitel 1, Satz 5.7.

Lemma A.8.19 Es sei G eine Gruppe. Fir N <G und H <G gilt: G/(H -
N)~(G/H)/(N/(NNH))

Beweis: Nach den Isomorphieséitzen gilt

G/(H-N)=~(G(H)/((H-N)/H) = (G(H)/(N/(HNN))

Definition A.8.20 Das Zentrum einer Gruppe G ist definiert durch
Z(G)={2€Glg-z=2-9gVg e G}
Se1 S C G. Dann ist der Normalisator von S in G
Ne(S)={neGn-S-n'=S5}
Der Zentralisator von S in G ist

Co(S)={ceGlc-v-ct=aVreSs
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Fiir einelementige Mengen entspricht der Normalisator dem Zentralisator!

Lemma A.8.21
G/Z(G) ~ Inn(Q)

Beweis: Die Abbildung g — 7, mit 7, = ¢g-x - ¢ ' ist ein Homomorphismus
mit den Kern Z(G). O

Definition A.8.22 Sei g € G. Die Ordnung von g , symb. o(g), ist die
Ordnung der von g erzeugten Untergruppe: o(g) = | < g >¢|.

Es gilt ¢°@ = 1. Mehr noch o(g) ist die kleinste ganze Zahl z, fiir die gilt
g* = 1. Es gilt auch, wenn G eine endliche Gruppe ist, dak o(g)||G]|.

Definition A.8.23 Fine Gruppe, die keine Elemente g # 1 mit endlicher
Ordnung enthdlt (Vg € G,g # 1:0(g) > Ny heifit torsionsfrei.

Eine Gruppe heifit periodisch, wenn jedes Element endliche Ordnung
hat. Sind die Ordnungen aller Elemente in der Gruppe G beschrinkt, so gibt
es ein kleinstes x € Z, sodafs a® = 1 Va € G, diese Zahl nennen wir den
Exponenten von G , exp(G) = x. Ist die Ordnung der Elemente nicht
beschrankt so setzen wir exp(G) = 0.

Es seien p, q seien verschiedene Primzahlen. Wir nennen die Gruppe G
eine p-Gruppe, wenn die Ordnung jedes Elements von G eine Potenz von p
ist. G heifit (p,q)-Gruppe, wenn die Ordnung jedes Elements ein Produkt
von Potenzen von p und q ist.

Eine Gruppe heifit zyklisch , wenn 3g € G : G =< g >

Existiert der Exponent exp(G) # 0, so ist er das kleinste gemeinsame
Vielfache der Ordnungen der Elemente. Also teilt insbesondere die Ordnung
o(g) jedes Elements g € G den Exponenten exp(G). Klarerweise gilt fiir
endliche Mengen auch exp(G)| |G].

Ist G eine p-Gruppe mit |G| = p™, so gibt es ein Element g in G, sodaf
o(g) = expG = p" ist. Denn angenommen, das gilt nicht, also: Vg € G :
o(g) < exp(G), also gilt Vg € GIt, € Nmit 0 < t, <n:o(g) = p'. Daraus
folgt jedoch g™*(ts) = 1  also ist expG = max(t,) < expG. Widerspruch.

Lemma A.8.24 Jede Gruppe mit Primzahl - Ordnung ist zyklisch. In jeder
endlichen, zyklischen Gruppe gibt es zu jedem Teiler der Gruppenordnung
genau eine Untergruppe.

Beweis: [11] (1.4.2)

Lemma A.8.25 Ist G eine endliche Gruppe, so gibt es zu jeder Primzahl-
potenz p', die |G| teilt, eine Untergruppe U mit |U| = p".
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Beweis: [11] (3.2.1)

Definition A.8.26 FEs sei G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl mit
p'| |G| aber p'™t [ |G|. Dann nennen wir eine Untergruppe Sy mit | S| = p*
p-Sylowgruppe von G.

Definition A.8.27 FEine elementar abelsche Gruppe ist eine abelsche Grup-
pe mit exp(G) = p, p eine Primzahl. Eine primére abelsche Gruppe ist eine
abelsche p-Gruppe.

Lemma A.8.28 Fine charakteristisch einfache Gruppe G (also insbesondere
jeder minimale Normalteiler) ist ein direktes Produkt von einfachen Gruppen
H;, 1 € I, die zueinander isomorph sind. Dabei sind die die H;’s zyklische
Gruppen der Ordnung p, falls G auflésbar, und nicht abelsche einfache Grup-
pen, falls G nicht auflosbar ist.

Beweis: [10] Satz 6.5

Proposition A.8.29 Sei [G;-, 7' 1] eine endliche Gruppe, N eine nicht
abelscher minimaler Normalteiler von G. FEs seien A # 0 endlich und
F = F(A,N) die Gruppe aller Funktionen von A nach N. Sei H < F
mit

e Jede konstante Funktion gehdrt zu H.

o H trennt A, d.h. fiir jedes Paar x,y € A, x # y gibt es ein f € H :
f(x) # f(y).

o Firalle f € H und alle r € G gehort die Funktion 7.0 f zu H
Dann st H = F.

Beweis: [18] Kapitel 1, Proposition 12.5.

Definition A.8.30 FEine Gruppe G heifit n-abelsch, wenn Ya,b € G gilt
(@-b)" =a™-b".

Definition A.8.31 FEine Gruppe G heifit fast n-abelsch, wenn gilt
Va € G3g(a) € G : Vb€ G : (a-b)" =Ty (a”-b") = g(a)-a™ - b" - g(a)™"

Man kann Gruppen durch Erzeugende und Relationen definieren (siehe
auch 1.1.54), bekannte Beispiele sind:
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Definition A.8.32 FEine Gruppe D, heifst Diedergruppe it der Ordnung
2n, wenn sie durch

D, == <x,y;x2" 1,y2,wyfvy‘1>
gegeben ist.

Eine Gruppe Q, heifst verallgemeinerte Quaternionen Gruppe,
wenn sie durch

Q.= <:c g2y xy:vy‘1>

Definition A.8.33 SeiY = {y1, 42, -, yr}- Ist W = {w;(Vj1: Yja» - - -, s, )7 €
I} eine Menge von Wortern in'Y, G eine Gruppe, W (G) = {w;(g1, ..., gn, )|t €
I, g, € G}. Dann heifit die Untergruppe (W (Q)) die von W erzeugte Wort-
untergruppe von G.

Fiir die Definition von freien Algebren und somit auch freien Gruppen siehe
1.1.36. Ist F eine freie Gruppe, dann sind die Wortuntergruppen von F genau
die voll invarianten Untergruppen (siehe [18] 6.72.).

A.8.2 Produkte

Definition A.8.34 Sei N J G, H =X G. Dann heifit G semidirektes
Produkt von H und N, wenn gilt: NH = G und NN H = {1}. Symbolisch:
G=Nx,H

Damit folgt, dak die Darstellung g = n - h eindeutig ist. Denn angenommen
ny-hy =ng - hy — n;lnl = hy - h;l und somit 1 = n;lnl = hoy - h;l
Aus dem zweiten Isomorphismussatz folgt:

(N x, H) /N ~ H

Proposition A.8.35 Jede periodische abelsche Gruppe ist die direkte Sum-
me von eindeutig bestimmten primdaren Gruppen. Ist die Gruppe endlich, so
ist sie direkte Summe ihrer Sylowgruppen.

Beweis: [11] (5.1.1)
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A.8.3 Permutationsgruppen

Proposition A.8.36 Die Menge aller bijektiven Abbildungen einer Menge
M bildet beziiglich der Komposition o eine Gruppe.

Beweis: Klar.

Definition A.8.37 Diese Menge bezeichet man als die Permutationen-
gruppe oder symmetrische Gruppe von M, Sy, .

Sind X,Y Mengen mit |X| = |V, d.h. gibt es eine bijektive Abbildung
f: X — Y, soist Sy ~ Sy, wobei der Isomorphismus ¢ auf fooo f=!
abbildet.

Insbesondere ist also fiir jede endliche Menge Sx ~ S¢; 5 . ), diese Menge
S{1,2...ny bezeichnen wir kiirzer mit S,,.

ceey

Definition A.8.38 FEine Permutation o heifst k-Zyklus , wenn es ein k €
N gibt, sodap Ji € X fiir das in der Menge M = {i,o(i),0%(i),...,0"1(i)}
alle Elemente verschieden sind und fir alle s ¢ M gilt o(s) = s.

Einen 2-Zyklus nennt man Transposition.

Lemma A.8.39 Jede Permutation o € S,, kann als Produkt von disjunkten
Zyklen geschrieben werden. Diese kommutieren.

Jede Permutation o kann als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden. Die Anzahl dieser Transpositionen ist fiir festes o immer entweder
gerade oder ungerade.

Beweis: |27| Satz 3.3. , Satz 3.4.

Definition A.8.40 FEine Permutation o € S,, heifst gerade, wenn sie eine
Zerlegung in eine gerade Anzahl von Transpositionen hat.

Definition A.8.41 A, ist die Menge aller geraden Permutationen C S,
genannt die alternierende Gruppe.

Lemma A.8.42 FEigenschaften:
b An g Sn
o A, einfach und nicht abelsch fiirn > 5

Beweis: |27| Satz 3.5., Satz 3.15

Als Verallgemeinerung kénnen wir fiir beliebige Mengen M Soy definieren.
Zuerst bemerken wir:
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Lemma A.8.43 Die Menge aller bijektiven Abbildungen der Menge M, mit
| M| = M (eine beliebige Kardinalzahl), die fast alle Elemente von M festlas-
sen, bildet beziiglich der Komposition o eine periodische Gruppe.

Beweis: Klar.

Definition A.8.44 Diese Menge bezeichet man als die Permutationen-
gruppe oder symmetrische Gruppe von M, Sgy.

Definition A.8.45 Agy ist die Menge aller geraden Permutationen der Men-
ge M, genannt die alternierende Gruppe.

Betrachten wir nun Untergruppen 7' der Permutationsgruppe einer Men-
ge X. Dann kann man eine Aquivalenzrelation definieren: a ~p b <= 3o €
Sx : o(a) = b. Die zugehorige Klasseneinteilung nennt man die Transitivi-
tatsgebiete von T'. Gibt es nur eine Klasse, so nennt man 7' transitiv:

Definition A.8.46 FEine Untergruppe M von Sx nennen wir transitiv, wenn
esVr,y € X Jo € M mit o(z) = y.

FEine Untergruppe M von Sx nennen wir n-fach transitiv, wenn es
V(z1, 29, ..., 20) und (Y1, Ys, - Yn) € X™ Jo € M mit o(x;) = y; Vi =
1,...,n. (z; und y; sind paarweise verschieden)

FEine Untergruppe M von Sx nennen wir regulr, wenn sie transitiv ist
und Vr € X,Yo € M,o #idx : o(x) # x.

Klarerweise ist fiir jede Menge X die Menge aller Permutationen Sx k-
fach transitiv fiir alle £ > 0.

Proposition A.8.47 Satz von Cayley Jede Gruppe G ist isomorph zu einer
requldren Gruppen von Bijektionen der Menge G.

Beweis: Die Abbildung des Elements g € G auf die Linkstranslation \,(z) =
g - x ist klarerweise ein Isomorphismus von der Gruppe G auf Sg. a

Definition A.8.48 Fine transitive Untergruppe M von Sx nennen wir im-
primitiv, wenn es eine Klasseneinteilung {K;|i € I} gibt mit |K;| = |K;| Vi, j €
I, sodafs

VoeM,Vie I3jel:0(K;) =K,

Diese Klassen werden Imprimitivitdtsgebiete genannt.
Gibt es eine solche Klasseneinteilung nicht, so nennen wir M primitiv .

D.h. ist M imprimitiv, so werden die Imprimitivitatsgebeite nicht ,aus-
einander gerissen“. Daraus folgt:
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Korollar A.8.49 Ist M k-fach transitiv fiir k > 1, so ist M primitiv.

Beweis: Angenommen M ist imprimitiv, dann wahle oy, as in einem Impri-
mitivitdtsgebiet, # in einem anderen. Da M k-fach transitiv, also insbeson-
dere 2-fach transitiv ist, gibt es ein 0 € M mit o(a;) = a; und o(as) = .
Widerspruch zur Definition der Imprimitivititsgebiete. O

A.8.4 Struktureigenschaften
Definition A.8.50 FEine endliche Folge

G:GOQGlgGZQ---QGrflgGr
heifit Subnormalreihe |, wenn gilt
e Gi14G;

Die Zahl r heifit die Lange der Subnormalreihe, die Faktorgruppen G;/Giyq
heiffen Faktoren. Gilt G; D Gy fir allet = 0,...,r — 1, so spricht man
von einer Subnormalreihe ohne Wiederholung.

Diese endliche Reihe heifit Normalreihe, wenn gilt

e G, 4G firallei=0,...,r

Definition A.8.51 Eine Subnormalreihe (1) heifst Verfeinerung einer an-
deren Subnormalreihe (2), wenn jede Gruppe in (2) auch in (1) auftritt.

Subnormal- bzw.Normalreihen, die ohne Wiederholungen nicht verfeinert
werden konnen, bekommen eigene Namen:

Definition A.8.52 Eine Subnormalreihe
G:GOQGIQGZQQanIQGn:{e}

heifst Kompositionsreihe , wenn alle G, 1 mazimale normale Untergruppen
von G, sind.

Sie heifst Hauptreihe, wenn die G; mazimale, echt in G;_1 enthaltene
Normalteiler von G sind. Die Faktoren werden Hauptfaktoren genannt.

Jede Hauptreihe ist somit Normalreihe. Ist eine Kompositionsreihe Nor-
malreihe, so ist sie klarerweise bereits Hauptreihe. Denn, angenommen es
gibt ein H < G mit G; D H D G,,1, dann ist jedoch H < G; Widerspruch,
da (11 maximaler Normalteiler von G;.

Besitzt die Gruppe G eine Kompositionsreihe, so besitzt sie eine Hauptrei-
he. (siehe [18] Anhang, Satz 6.51.)
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Lemma A.8.53 e Fine Subnormalreihe mit G, = {e} ist genau dann
eine Kompositionsreihe, wenn jeder nicht trivialer Faktor einfach ist.

e FEine Kompositionsreihe ist eine Subnormalreihe (ohne Wiederholun-
gen) mazimaler Léinge.

e Jede endliche Gruppe hat eine Kompositionsreihe.

o Fine abelsche Gruppe hat genau dann eine Kompositionsreihe, wenn
sie endlich ist.

o DBesitzt eine Gruppe G eine Kompositionsreihe, so ldfit sich jede Sub-
normalrethe auf eine solche verfeinern.

Beweis: [11] (2.7.4) , [27] Beispiel 6.17.

Lemma A.8.54 e Eine Normalreihe mit G, = {e} ist genau dann Hauptrei-
he, wenn jeder nicht trivialer Faktor charakteristisch einfach ist.

o Besitzt G eine Hauptreihe, so laft sich jede Normalreihe auf eine solche
verfeinern. (Also gibt es fiir jeden Normalteiler N QG eine Hauptreihe
von G, in der N als Glied auftritt.)

e Besitzt G eine Hauptreihe, so ist Epi(G,G) = Aut(G), und fir alle
N <G gilt N £G.

e Eine Normalreihe mit G, = {e} ist genau dann eine Hauptreihe, wenn
fiir alle i der Faktor G;_1/G; minimaler Normalteiler von G/G; ist.

Beweis: [11] (2.7.6)

Definition A.8.55 Fir zwei Normalteiler H O K <G nennt man den Fak-
tor H/K Hauptfaktor, wenn H/K minimaler Normalteiler von G/K ist.

Definition A.8.56 Zwei Subnormalreihen heiffen Aquivalent, wenn es ei-
ne bijektive Abbildung zwischen den Faktoren gibt, sodafs die entsprechenden
Faktorgruppen isomorph sind.

Insbesondere haben dquivalente Subnormalreihen gleiche Lénge.

Proposition A.8.57 Jordan-Hdélder Je zwei Kompositionsreihen ohne Wie-
derholungen sind dquivalent.

Beweis: [27] Satz 6.10.
Ebenso sind je zwei Hauptreihen ohne Wiederholungen dquivalent.
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Definition A.8.58 FEine Gruppe heifst auflosbar , wenn sie eine Subnor-
malreihe mit abelschen Faktoren besitzt, fir die ein r existiert, sodafl G, =
{e}. Diese wird dann eine auflésbare Reihe genannt.

Beispiel: GL(k,p") ist genau dann auflésbar, wenn k& = 1 oder £ = 2 und
p' = 2 oder 3.

Jede endliche Gruppe hat eine Kompositionsreihe und es gilt

Lemma A.8.59 Fine endliche Gruppe ist genau dann auflésbar, wenn sie
eine Kompositionsreihe mit zyklischen Faktoren von Primzahlordnung besitzt.

Beweis: [11] (2.8.2)
Gibt es so eine Kompositionsreihe, die Normalreihe ist, so definieren wir:

Definition A.8.60 FEine Gruppe heifit iiberauflésbar, wenn sie eine Hauptrei-
he mit zyklischen Faktoren besitzt und ein r existiert, sodafy G, = {e}.

Jede iiberauflosbare Gruppe ist klarerweise auflosbar.

Proposition A.8.61 Sei G eine Gruppe. Ist G (iber-)auflosbar, so ist jede
Untergruppe H < G (iiber-)auflosbar, ist N <G, so ist G/N (iber-)auflisbar.

Gibt es einen Normalteiler N < G und sind sowohl N als auch G/N
aufliosbar, so ist G auflosbar.

Beweis: [11] (2.8.3) und (9.4.1) sowie [27] Satz 6.11 und Satz 6.12

Satz A.8.62 (Feit und Thompson) Jede endliche Gruppe ungerader Ord-
nung ist auflosbar.

Beweis: [11] (2.8.1)
Weitere Zusammenhinge zwischen Auflosbarkeit und Gruppenordnung
sind

Lemma A.8.63 o Jede endliche p-Gruppe ist auflésbar, p eine Primzahl
e Jede endliche (p,q)-Gruppe ist auflosbar, p,q Primzahlen.
e Jede endliche Gruppe mit quadratfreier Ordnung ist auflosbar.

Beweis: [27] Beispiele 6.26., Korollar 6.15 und [11] (3.4.4)

Proposition A.8.64 Sind H und K auflésbare Gruppen, so ist H X K auf-
losbar.
Sind H, K = G auflosbar, so ist H - K aufldosbar.
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Beweis: [27] Korollar 6.14 und Beispiel 6.23

Lemma A.8.65 Jede minimaler Normalteiler N einer endlichen aufidsba-
ren Gruppe G ist eine elementar abelsche Gruppe.

Beweis: [27] Lemma 6.19
Die auflosbaren, einfachen Gruppen sind die Z, fiir p prim.

Definition A.8.66 Fs sei G eine Gruppe, die Kommutatoruntergruppe
G' ist definiert durch

G=(a-b-a' b'abeq)
Fiir zwei Untergruppen H, K < G sei
[H K]=(h-k-h' k' |he HkeK)

Also ist G’ = [G, G].
Die Kommutatoruntergruppe hat die Eigenschaften

Lemma A.8.67 e (1@
o Ist N JG, soist G/N genau dann abelsch, wenn G' C N.
Beweis: [15] Kapitel 1, Lemma 8.3.

Definition A.8.68 FEs sei G eine Gruppe. Die hdheren Kommutator-
gruppen werden induktiv definiert:

GO0 — G: Gl — G(i)’;

Die Folge
G=GOoagM>. .. >G">. .

nennen wir die derivierte Reihe von G.

Satz A.8.69 Fine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ein n € N
gibt, sodaff G™ = {e}.

Beweis: [15] Kapitel 1, Satz 8.4.

Definition A.8.70 FEine Gruppe G heifit halbeinfach, wenn sie keinen
nicht trivialen auflosbaren Normalteiler hat, i.e.

VN QG : N # {e} : N ist nicht auflosbar .

FEine Gruppe heifst vollstandig reduzibel, wenn sie das direkte Produkt
einfacher Gruppen ist.
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Definition A.8.71 Setzt man in einer beliebigen Gruppe G
Z°(G) = {1}

ZNG) = Z(G) das Zentrum von G
und definiert man allgemein Z*(G) durch

Z(G)/27NG) = Z(G/ZH(G))
so erhdlt man die aufsteigende Zentralfolge
{1} =2°%(G) c 2/ (G) c 2*(G) C ...

Definition A.8.72 Fine Gruppe G heifit nilpotent der Klasse ¢ , wenn
die aufsteigende Zentralfolge nach ¢ Schritten bis zur ganzen Gruppe G auf-
steigt, also

1} =2°G)cZ(G)c Z*(G)C...c Z°YG) Cc Z°(G) =G

Diese Reihe heifit dann die aufsteigende Zentralreihe von G. Ist G nil-
potent so bezeichne ¢(G) die Klasse von G.

Definition A.8.73 FEine endliche Reihe
{e} =Gy CG1CGyC...CG,1CGE, =G
heifit Zentralreihe , wenn
e ;4G
e Gi/Gi 1 C Z(G/Gi)

Nilpotente Gruppen der Klasse < ¢ bestimmen eine Varietit, da die de-
finierende Bedingung auch als Gesetz formuliert werden kann. Z.B. erfiillen

nilpotente Gruppen der Klasse < 2 das Gesetz aba"'b~'cbab=ta"tc™! = e.

Proposition A.8.74 G ist genau dann nilpotent, wenn G eine endliche
Zentralreihe besitzt. Ist G nilpotent der Klasse ¢, so hat jede Zentralreihe
mindestens die Linge c.

Beweis: [11] (9.2.1)
Damit ist klar, daf jede nilpotente Gruppe auflésbar ist. Es gibt aber
Gruppen (z.B. S3) die auflésbar, aber nicht nilpotent sind.
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Proposition A.8.75 FEine endliche Gruppe ist genau dann nilpotent, wenn
sie direktes Produkt ihrer Sylowgruppen ist.

Beweis: [11] (9.2.3)
Definition A.8.76 Setzt man in einer beliebigen Gruppe G

Z21(G) = 2(G), Gl

und definiert man induktiv durch
Zi(G) = [Zi-1(G), G]
so erhdlt man die absteigende Zentralfolge
G2 7Z1(G) D Zy(G) 2 ...

Lemma A.8.77 FEs sei G eine Gruppe. Bricht die absteigende Zentralreihe
ab, so ist G nilpotent.

Ist G nilpotent, so haben die aufsteigende und die absteigende Zentralreihe
die selbe Ldnge.

Beweis: [11] (9.2.4)

Lemma A.8.78 Jede Untergruppe und jede Faktorgruppe einer nilpotenten
Gruppe sind nilpotent der Klasse ¢, wobei ¢ < ¢(G)

Beweis: [11] (9.2.5)
Satz A.8.79 Levi Es sei G eine Gruppe. Gilt
ab~tab = b taba Ya,b € G

dann ist G nilpotent der Klasse < 3. Hat G kein Element der Ordnung 3,
dann ist G nilpotent der Klasse < 2.

Beweis: siche [18] Anhang, Satz 6.53
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